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A végtelen kicsiben és nagyban II.

Avagy léteznek-e aktualisan a transzcendens szamok?

“A matematikaban azt hissziik, hogy végteleniil sok egész szamunk van.
De példaul minden olyan elképzelés, amelyik a tetszélegesen tavoli
dolgok természetére vonatkozik, a fizikaban hamisnak bizonyul. Ezért
azt gondolom, hogy a matematikaban is az.”

(John Horton Conway)

Ez a cikk egy masik folytatasanak indult, de sokkal inkabb kiegészitd toprengéseket tartalmaz a
korabbi irasommal® kapcsolatban. Az alcimben feltett kérdésre pedig sok vélasz sziiletett, de sok
kétely is megfogalmazddott, amidta a helyiértékes szamabrazoldsban a végtelen tizedestortek
fogalma bekeriilt a gondolkodasunkba. A Wikipédia egyik szocikkét idézve:

»A végtelen tizedestortekkel valo szamolas definicioja felveti a vegtelen aktualitasanak
kérdeését. Ez egy bonyolult metamatematikai kérdés, ami azt feszegeti, hogy a végtelen sok
lépésben megkonstruadlt matematikai objektumok valoban létez6knek tekinthetdk-e, vagy csak
a konstrukcidjuk létezik. Altaldban az axiémdk aktudlisnak veszik a végtelent, de vannak
alternativ matematikai rendszerek, amik masként allnak ehhez a kérdéshez.”

1. Bevezetés

A cikksorozatom elsd részében azt mutattam be, hogy miképp juthatunk el — a helyiértékes
szamabrazolast hasznalo — egyfajta végtelen-értelmezésbol a kételemii szamokhoz®, a végtelennek
nem mennyiségi, hanem mindségi tulajdonsagat kiemelve. Hangsulyozom, hogy a cikkben szerepld
gondolatmenetek nem bizonyitasok, nem levezetések, hanem értelmezések, egyfajta heurisztika,
hasonl6 a projektiv geometridhoz®, amelyben a végtelen tavoli pont és sik eszméjébdl eljutottak az
idedlis térelemeknek nevezett (1j alapelemekhez, amelyek mar nem végtelen tavoliként értelmezettek,
hanem mindségileg masként jellemezték a végtelent, és amelyek mar nem okoztak ellentmondésokat
a végtelen mennyiségi értelmezésével ellentétben. Tehat a cikkben szerepld allitas, a

k2£.999 , k=1 (1) 5

nem valamiféle ,,szamolas” a végtelennel, hanem posztulatum, ugyanis csak a heurisztika indult ki
egyfajta szamitasi eredménybdl, a negativ szamok szadmitogépes abrazolasanal a szorzas soran
eléforduld talcsordulds esetébdl, de a végtelen mennyiségi értelmezésének ellentmondéshoz vezetd

L A végtelen kicsiben és nagyban I1.”;
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/442-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-i

2 Lasd a ,,Tizedestort” szocikk utolsd bekezdését; Tizedestdrt — Wikipédia (wikipedia.org)

3 A kételemii szamok alaptulajdonsagairol 1asd az A. Mellékletet.

# Lasd példaul a B. Melléklet 1. pontjaban a kételemiiek koziil a parabolikus szam és a jelenlegi projektiv geometria
kozotti kapcesolat vazlatat.

5 Lehet, hogy a £ szimboélum kevésbé ismert, de sokakhoz hasonldan én is egy definici6 jeldlésére hasznalom.
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modja helyett a végtelent — képzetes szamként — 0j mindségként értelmezve az (1)-t mar bizonyitas
nélkiil elfogadott allitasnak, azaz posztuldtumnak kell tekinteni. Mindezt azért tartom sziikségesnek
hangsulyozni, mert a cikkre érkezett olyan reagalas, amely kapcsolatot érzett Ramanujan —1/12
eredményével, amelyet Ramanujan egy specidlis dsszegzési modszerrel a természetes szamok
Osszegére kapott.

Van egy masik apropoja is e cikknek, a napokban hallgattam meg a neten egy interjut® Etesi Gabor
fizikussal, aki a fizika és a matematika kapcsolatat elemezve épp azokat a kérdéseket vetette fel az
interji soran, amelyekre valaszt adhatnak a matematika Uj végtelen-értelmezései, igy az 1do
mibenlétére, a folytonossag- €s altalaban a konvergencia-matematika hasznalhatosagara a fizika
egyes teriiletein.

Az alapvetd fogalmakrol mar a cikk elsé részében is irtam, de nem art felidézni, hogy miképp
értelmezem én ezeket a fogalmakat, és érdemes tovabb toprengeni a veliik kapcsolatos problémakon,
mert tartogatnak még meglepetéseket a rejtett 6sszefliggések.

1.1. A potencialis és az aktualis 1étez6

Preciz definicié hianyaban akrudlisan létezének nevezem azt, amit egyfajta befejezett egészként
megtapasztalhatok, a potencidlisan létezé viszont teljességében ,,még” nem tapasztalhatd, csak
folyamatdban megvalosulhatonak gondolt. A ,,folyamataban megvalosuld” kifejezés az idébeliség
fogalmahoz kapcsolja a potencialis l1étezést’, az aktualitas befejezett egésze pedig egyfajta ,.éppen
mostra”, jelenbélire utal, ebbdl eredden pedig inkabb a térbeliséghez kapcsolja az aktualis 1étezot a
téridében.

A fentieket — mint sok minden mast — a tapasztalashoz kotottem.

1. Megjegyzés

A létezésnek a tapasztalashoz valo kotése régi megkozelités. Elscként George Berkeley jut rola
eszembe, a sokszor citalt mondata: esse est percipi (aut percipere) — lenni annyi, mint észlelve
lenni (vagy érzékelni). Ezt a szemléletet tobben a szubjektiv idealizmus kezdetének tartottaik,
de mdsok épp ellenkezdleg , naiv realizmusnak” tekintették. Nos, szerintem nem ,,izmus”’
kérdeése a tapasztalat dontobiro szerepének elismerése, hanem a jozan ész megnyilvanulasa.

A megtapasztalhatosdg azt jelenti szamomra, hogy hatdsa van az adott létezdnek. LétezOnek
nevezhetem igy azt, aminek hatasa van? De hat a multbéliek és az eljovenddk is hatassal vannak ram,
amelyek vagy mar, vagy még nem léteznek a valdsagban. Hogy van ez hat? A megoldas kulcsa az
informacio, hiszen a milt emléke és egy valdsziniisitett jovokép, mint informacio az, aminek hatasa
van. Az informaciot fizikai 1étezonek tekintem®, — Tom Stonierhez® hasonloan — én is munkavégzd
képességnek, az energia egy specialis megjelenésének tartom, de Stonierrel ellentétben nem rendezési
képességnek, hanem masolasi — pontosabban masolodasi, azaz onreprodukcios — képességnek gondolom.
Az energiat, mint munkavégzé képességet sokan elavultnak tartjdk, és helyette nem az energiat
definialjak a munka szemszogébdl, hanem a munkat az energia szemszogeébdl, azaz a munkadt
azonositjdk az atadott energiaval. Az energia sz6 eredete is hasonlora utal, a gorog ,,be” és ,,munka”

6" Nem biztos, hogy amit elgondolunk, az a természetben tényleg megtalalhato™,
https://www.youtube.com/watch?v=IBx2VFg8DLo

T Arisztotelész is Osszekapcsolja a potencialis 1étezést az id8beliséggel, igy fogalmaz: ,,végtelensége nem dllandé
aktualitas, hanem a keletkezés folyamataban dll, mint az id3.” (Arisztotelész, Fizika, l1l. Konyv, 7. Fejezet)”

8 Lasd példaul az ,,Informdciordl, tuddsrdl és hitrél Csanyi Vilmos egyik eléaddsdanak kapcsdan” cimi cikket;
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/420-informaciorol-tudasrol-es-hitrol-csanyi-vilmos-egyik-eloadasanak-

kapcsan
® Tom Stonier, Informdcié és az univerzum belsd szerkezete, Springer Hungarica Kiado6 Kft., 1993, 33.oldal.
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szavakat kombinalja, tehat munkabevitelre utal. Arisztotelész is ,,ténykedés”, ,,miivelet” értelemben
hasznélta a szot. Erdemes felfigyelni arra, hogy az energiaitadas egy folyamatot takar, ezért az
idébeliséghez, azaz a potencialitishoz kotddik, amint a masik megfogalmazas, a ,,munkavégzd
képesség” is.

Az ,informdcio, mint energia” megkozelitésbol viszont adodik az alcimben feltett kérdésre a valasz, ezzel
pedig az egész matematikara vonatkozoan az az allitas, hogy informaciés energiaként a matematika
egésze potencialis léttel bir. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy ne beszélhetnénk aktualitasrol
az informaciokra vonatkozoan is, azaz egy informacio is lehet befejezett egész, és lehet a kialakulas
folyamataban 1év0. A legjobb példak erre a matematikabol nyerheték, igy példaul barmely
természetes szam aktualis 1étezd, de a természetes szamok sorozata potencialis 1éttel bir. Mindez azért
nem mond ellent az informéacid, mint energia potencialitasanak, mivel a potencialis/aktualis 1ét
kérdése kontextusfiiggd. Az informacid, mint energia potencialis 1étezé az univerzumunk anyagi
vildgaban, de az informaciokon beliil valamely elemi informacié vagy informécios rendszer 1étezhet
aktualisan vagy potencialisan.

Az informacidk masolodasai, és ezekbdl a madasolatokbdl szerzett tapasztalat alapjan barkiben
felmeriilhet Platon barlang-hasonlatanak pesszimista kicsengése, de a parhuzam megbicsaklik azon,
hogy a valdsag informacios masolata fizikai 1étez6, és mint ilyen ,,letapogathatd” a gondolatainkkal,
amelyek informécioként szintén fizikai 1éttel birnak. Ezek a masolatok lehetnek egyszeriisitések — és
valdban azok minden alkalommal — de Gjra és Gjra 6sszehasonlithatok a targyukkal, valamint a tobbi
informécioval, és igy pontosithatok. Az informacidinkkal ,,legdzni” is lehet — azaz szétszedni és Gjbol
Osszerakni masképp — amit, ha dsszevetiink 1j tapasztalatokkal, akkor vagy megerdsitést kapunk, és
igy 0j informéaciot konyvelhetiink el, vagy a tapasztalat cafolja az ligyeskedéstinket, erre utal Etesi is
az emlitett interjuban, amikor igy fogalmaz: "Nem biztos, hogy amit elgondolunk, az a természetben
tényleg megtalalhato". A matematika nem dolgokrol sz6l, hanem dolgok kozotti viszonyrol, és igy a
legtisztabb informacioként a matematika is a valosag egyfajta lenyomata a gondolatainkban, és a vele
val6 jaték is vezethet olyan informaciora, amelynek targyat nem leljiikk a vald vilagban. Ilyen esetre
utal John Horton Conway mottobéli gondolata is.

2. Megjegyzés

Mieldtt barki félreértené a ,,legozas” szofordulatot, megjegyzem, hogy a legozas kifejezést
azzal a szandékkal hasznaltam, hogyha tulzoan is, de kiemeljem az informacio ,,targyi”
Jjellegét, hogy egy szoképpel is megjelenitsem az informdciot, mint fizikai létezot.

Az is felmeriilhet valakiben, hogy az aktudlis és a potencidlis 1ét megkiilonboztetése nem szolgal
hasznos kiilonbségtevést a dolgok létével kapcsolatban. fgy példaul az aktualis létet inkabb a
térbelihez, a potencidlist pedig inkabb az id6belihez kapcsolva gondolhatunk arra, hogy a specidlis
relativitaselmélet szerint tér és 1d6 nem létezik kiilon-kiilon, igy az aktudlis és a potencidlis 1ét is csak
egylitt értelmezhetd. Ezzel szemben ,,itt és most” lényegesen eltéré a tapasztalatunk térrol és
idorol, hasonléan az aktualis és a potencialis létezordl is, tehat mégis csak hasznos a
megkiilonboztetésiik. A matematikdban a végtelenek kapcsan megfogalmazott aktualis vagy
potencialis 1ét megkiilonboztetése is gyliimoles6z6 gondolatokhoz vezet.

3. Megjegyzés

SPOILER! A végtelen, mint uj mindség fogalma meg fogja értetni veliink, hogy a teret és az
idot, valamint a létezés két oldalat; az aktudlis és a potencialis létezést miert érzékeljiik
kiilonbozonek, és milyen szempontbol azonosak mégis.
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1.2. Az intenziv és az extenziv végtelen

AZ intenziv és az extenziv végtelen ideaja konnyen megfogalmazhatd, viszonyuk azonban problémak
sorat okozza. Ezeket a fogalmakat sem definidlom pontosan, csak korbeirom, igy az intenziv végtelent
végtelentl kicsiként, az extenziv végtelent pedig végteleniil nagyként értelmezem.

Az extenziv és az intenziv végteleneket is megkiilonboztethetem aszerint, hogy aktualis, vagy potencialis
végtelenek. Példaul a természetes szamok sorozata extenziv €s ugyanakkor potencialis végtelen.

A végtelenekkel kapcsolatos problémak torténete hosszu €s tekervényes, csak néhany, — a cikkem targya
szempontjabdl 1ényeges elemet — emelek ki koziilik. Georg Cantor transzfinitjei aktudlis extenziv
végtelenek, de az 6 elméleti rendszere nem tartalmaz aktudlis intenziv végtelent, azaz infinitezimadlis
elemet. Az infinitezimalisok hasznalatanak ellentmondasait azzal kiiszobolték ki a matematikusok a XIX.
szazadban, hogy létiiket kizdrva megalkottak a hatarérték ma mar klasszikus
fogalmat. A végteleniil kicsi fogalmat felvaltotta a Bolzano, Cauchy és
Weierstrass altal kidolgozott ,.epszilon-deltdas” modszer a hatarérték
meghatérozasakor. Es itt egy nagyon fontos észrevételt kell tenni, ugyanis
az ,epszilon-deltis” modszerek nem aktualizaljak az intenziv
végtelent, lényegiiknél fogva potencialis végtelent, potencialis intenziv
végtelent hasznalnak. Tehat a mai matematika extenziv végtelenjei; a
cantori transzfinitek aktudlis extenziv végtelenek, de intenziv végtelenjei
csak potencialis végtelenek. Ekkor mertil fel az alcimben feltett kérdés;
léteznek-e egyaltalan aktudlisan a potencidlis végtelenként abrazolt
végtelen tizedestortek és kozottiik a transzcendens szamok, illetve 1étezik-
¢ aktualisan az a hatarérték-fogalom, amelyhez az epszilon-deltas
modszerrel jutunk.

4. Megjegyzés

Nagyon érdekes, hogy Arisztotelész a fentickkel ellentétben az extenziv végtelennek még a
potencidlis létét sem fogadja el, az intenziv végtelent viszont igen, de azt is csak potencialis
értelemben. Igy fogalmaz:

,,Szem elott kell tartanunk, hogy a "van" szo vagy azt jelenti, ami potencidlisan van, vagy azt,
ami teljes egészében van. Tovabbd, egy dolog vagy dsszeadassal, vagy osztdssal végtelen. ...
Kiterjedésiikben (a dolgok) valojaban nem végtelenek, de osztassal végtelenek. ... Az
alternativa tehdt tovabbra is az, hogy a végtelennek potencialis létezése van. ... A mi leirasunk
nem fosztja meg a matematikusokat a tudomdnyuktol azzal, hogy megcdfolia a végtelen
tényleges létezését a novekedés irdnydban .... Ok csak azt a posztuldtumot dllitjdk fel, hogy a
véges egyenes eldallithato, ameddig csak akarjak. ... Ezért a bizonyitas szempontjabol
szamukra mindegy, hogy van-e helyette ilyen végtelen, mig a létezése a valos nagysdagok
szférdjaban lesz. ™

Mielétt  tulhaladottnak itélnénk Arisztotelésy gondolatait, jusson esziinkbe a nagy
matematikus, John Horton Conway-rak a mottoban idézett kételkedése.

Vegyiik észre, hogy Cantor kardinalis transzfinitjei azért aktualis végtelenek, mert annak definidlta
Oket, nem felépitésiikben — potencialis végtelenként — jottek 1étre, hanem Cantor olyan konkrét 1étezo
mennyiségekként vezette be dket, amelyek nagyobbak minden természetes szamnal. Ilyen
mennyiségeket viszont nem ismeriink a valosagban, ezért sem fogadta el sok matematikus!! a cantori

10 Arisztotelész, Fizika, III. konyv, 6-7. rész.
11 p¢ldaul Henri Poincaré igy fogalmazott: ,, Aktudlis végtelen nem létezik, Cantor hivei elfelejtették ezt, és ezért keriiltek
ellentmondasba.”
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elképzeléseket. Erdekes, hogy az infinitezimalisokat, tehat az aktudlisan létezd intenziv végteleneket
szamiizte a matematika épp ellentmondasossaguk miatt, viszont Cantor aktudlis extenziv végtelenjei
a kezdeti ellenkezések dacara létjogosultsagot nyertek'?. Véleményem szerint ez sok baj okozoja ma
a matematikai fizikaban.

5. Megjegyzés

Szdamos példa van arra, hogy a fizikaban mennyi problémat okoz a végtelen megjelenése a
szamitasokban. Csak kettét emlitek a ,, kedvenceim” koziil:

o A kvantumtérelméletekben a téridoben folytonosnak feltételezett kvantummezo végtelen
mennyiségeket eredményez az elmélet kezeléséhez sziikséges perturbacioszamitasi
eljarasok elvégzése kozben. Ezt a problémat renormaldsi eljarasnak nevezett modszerrel
oldjak meg, amit Feynman nem véletleniil gunyolt ,,abnormalasi” eljardsnak.

e A Heisenberg-féle bizonytalansdgi elv matematizalasanal végtelen energiak jelennek
meg. Ezt a problémat virtualis részecskék feltételezésével ,, oldjak meg ™.

2. A minéségi végtelen uj fogalma

., S0k zavarra vezetett mar, hogy a végesben tapasztaltakbol lesziirt
elvet ra akartak huzni a végtelenre is. A végtelen raz egyet magan és
kibujik alola.” (Péter Rozsa, Jaték a végtelennel)

A matematikaban eddig hasznalt mennyiséget és rendezettséget kifejez6 — Cantor kardindlis és
ordinalis szamaival leirt — végtelenck helyett egyfajta mindségi végtelen fogalmat értelmeztem
korabban®®, A kételemii szamok* képzetesei Cantor kontinuumhipotézisét (CH)®® és alternativait
modellezik. A képzetes szdmok — mikdzben a valos szamok végtelen bdvitései —, ugyanakkor a valds
szamoktol eltérd tulajdonsaggal birnak, igy bar mennyiségi végtelent szemléltetnek® a képzetesek,
ugyanakkor mégsem mennyiségként értelmezhetdk, hiszen nem valds szamok, csak a négyzetiik
valos szam. Felmertiilhet a kérdés, hogy egyaltalan miképp keriil be a matematikdba az eddig tdle
idegen ,,mindségi” sz6 hasznalata, amelyet a filoz6fidban, de a koznyelvben is hasznalunk sajatos
Osszefliggésekben. A képzetesek altal modellezheté valo vilaghéli elemek uj mindsége miatt
hasznaltam ugyanezt a jelzot a matematikai fogalomra is.

Ezt a minéségi végtelent leginkabb egy példaval lehet szemléltetni. Bemutattam mar korabban,
hogy a parabolikus egységvektorokkal valé szorzas a Galilei-transzformaciot!’ modellezi, a
hiperbolikus egységvektorral vald szorzds pedig a Lorenz-transzformécidt, igy a newtoni

12 Senki sem tizhet ki minket abbdl a paradicsombdl, amelyet Cantor teremtett nekiink” (David Hilbert)

13 Lasd példaul ,,4 végtelen kicsiben és nagyban 1.” cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/442-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-i

14 A kételemii szamok tulajdonsagait lasd az A. Mellékletben.

15 Nagyon egyszerli megfogalmazasban a kontinuumhipotézis azt allitja, hogy a valés szamok szdmossiga — azaz a
kontinuum szdmossag — nagyobb a természetes szdmok szdmossaganal, a megszdmlalhatod sokndl, és kdzottiik nincs mas
végtelen nagy szamossag. Matematikailag a CH a kovetkezd: R; = 2¥0, ahol X, a természetes szamok szamossagat, X;
pedig a kontinuum szdmossagot jeloli. A CH tagadasa, pontosabban két alternativaja a kovetkezd: a megszdmlalhatéan
sok és a kontinuum sok, azaz a természetes szamok szamossaga és a valos szamok szamossaga kozott 1étezik mas végtelen
szamossag, és beldle vagy egyetlen egy van, vagy végtelen sok létezik.

16 Részletesebben 1asd példaul ,,4 végtelen kicsiben és nagyban 1. cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/442-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-i

17 Lasd errél ,,A Galilei-transzformdcio és a parabolikus szamok” cimii cikket;
https://www.infinitemath.hu/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok
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téridéviszony a parabolikus szdmsikon, a specidlis relativitdselméletben megfogalmazott
téridoviszony a hiperbolikus szamsikon modellezhetd, ha a teret lesziikitem egy dimenziora, amit
inerciarendszereknél megtehetek, hiszen a gyorsulasmentes rendszerekben a térbeli iranyok ¢és a
térbeli pontok egyenértékiiek. A komplex szamokrol pedig ismert, hogy a kvantummechanikéban
(QM) egy hullamfiiggvény és annak e'®-szerese fizikai szempontbél egyenértékii, azaz a komplex
egységvektorral vald szorzas is egyfajta téridébeli mozgés-szimmetriat tiikroz. A komplex szdmok
iddt és teret modellezd jellege, ha ilyen modon kimondatlanul is, de Iényegét tekintve szerepel
Richard Feynman egyik ismeretterjeszté konyvében'®. A komplex szamvektorokat hosszmértékkel
— egy valosziniliségi mez6 mértékével —, azaz térjellemzdvel latja el, a komplex argumentumot pedig
1doként interpretalja. Ezek a tér- és idobeli jellemzok azonban nemcsak interpretaciok, de ezek azok
az elemek, amelyek méréssel — idomérével és hosszmértékkel — megallapithatd elemei a
valosziniiségszamitasnak a QM-ben és a kvantumelektrodinamikaban, QED-ben.

Tehat a kételemi szamok szamsikjai a tér és az id6 viszonyat modellezik oly mddon, hogy a valos
szamegyenes az id6-dimenzid, a képzetes pedig a térdimenzid megfeleldje. Ugyanakkor
matematikailag a valos és a képzetes viszony nem mas, mint egyfajta véges-végtelen — mindségi! —
viszony.

gy a tér megtapasztalasa egyfajta aktualis végtelenrdl szerzett ismeret. A
tér az ido aktualis végtelenjének az idotol lényegesen eltéréo — mindségileg
kiilonboz6 — érzékelése. Ezzel arra a kérdésre is valaszt kaptunk, hogy miképp
lehet egy végtelen egyszerre aktualis és potencidlis végtelen; ugyanis
potencialis végtelen a ,szarmazasaban”, és aktualis végtelen az ,uj
minéségében”.

Gondoljunk itt példaként a hiperbolikus képzetes k szamra, mint végtelen-modellre, amelynek
bevezetését az (1)-es inspiralta, azaz: k 2...999 , k% =1.

Vegyiik észre, hogy ezzel az Gj végtelen-értelmezéssel két legyet iitiink
egycsapasra, hiszen egyrészt ugy ,aktualizilunk” egy eredetében
potencialis végtelent, hogy nemcsak nem Keriiliink ellentmondasba a
valésaggal, de épp a valosagot modellezi a matematikank, masrészt kapunk
egy olyan modszert, amellyel meg tudjuk jeleniteni matematikailag egy uj
mindség megjelenését.

Itt nemcsak a filozofia mindség kategoriajara gondolok és a hegelil®, valamint a marxista logikéban
megjelend ,,mennyiség mindségbe csapdsara”, de a fizika fazisatalakulasaira is, az evollcids
valtozasokban a mutaciok megjelenésére, valamint az ugynevezett emergens jelenségek
modellezésére, azaz altalaban egy 1ij tulajdonsag, vagy uj dologi 1étezé megjelenésére. Igy valami 1j

18 Richard P. Feynman, QED — 4 megszilardult fény, Skolar Kiado, 2003

19 A végbemend mennyiségi viltozas el6szor valami egészen drtatlannak latszik, de még valami mds is lappang mogotte,
s a mennyiségnek ez a latszolag drtatlan valtozdsa mintegy csel a mindséginek a megragadasdara.” (G. W. F. Hegel, A
logika — Enciklopédia I., 187 oldal, Akadémia Kiado, Budapest, 1979.)
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megjelenésekor nincs sziikség a magyarazatainkban a véletlen fogalmara, hiszen okozatisagaban — a
mennyiség mindségbe csapasanak mozzanatiban — tudjuk megjeleniteni matematikailag egy 1j
tulajdonsag, vagy 1j fizikai 1étez6 megjelenését.

Az uj végtelen modellel nemcsak egy id6- és térfogalom Kkeriil be a
matematikaba, de a szaimok mennyiségi és rendezési tulajdonsagai mellé
megjelenik a szamoknak az Gj minoség megjelenitésére valé képessége is.

Amint korabban emlitettem, a képzetes szamoknak, mint mindségi végtelencknek ez a fajta
bevezetése rokon a projektiv geometria ideélis pontjaival, amiben ott a kozonséges ponthoz képest
plusz dimenzié. Hasonldan a képzetes szammal is szamsikka bovitjiik a valos szdmok szdmegyenesét.
A klasszikus  projektiv  sikgeometria homogénkoordinatai  kdlcsondsen  egyértelmiien
megfeleltethetok a parabolikus (dualis) szamsik szamvektorai koordinatainak, amennyiben a
sikgeometria k6zonséges pontjait a parabolikus szdmsik valds szdmpontjainak, a sikgeometria ideélis
pontjait pedig a szdmsik képzetes szampontjainak feleltetem meg. A hiperbolikus szamsiknak
megfeleld projektiv geometriarél nincs tudomasom, de ha a hiperbolikus sikgeometria egyeneseit
idedlis (végtelen tavoli) szampontokkal egészitem ki megfelelé6 modon, akkor ez a ,hiperbolikus”
projektiv geometria is kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetd a hiperbolikus szamsiknak.?

3. Az extenziv és az intenziv végtelen dualitasa és a mindéségi végtelen

A mindségi végtelent megtestesitd képzetesek — a kételemli szamok komplex, parabolikus vagy
hiperbolikus képzetesei — akar az extenziv, akdr az intenziv értelemben aktudlisan 1étezd végtelen egy
specialis fajtait, vagy éppen e végtelen hidnyat modellezik. Tehat ez a szammodell nem tesz
kiilonbséget a végtelen extenziv és az intenziv volta kozott?, a végtelen legalapvetébb — nem
mennyiségi, hanem mindségi — tulajdonsagat abrazolja. Amig a Cantor-féle végtelen feldl nem volt
megkozelithetd egy aktualis léttel biro intenziv végtelen, addig a végtelenek helyiértékes abrazolasa,
majd ennek képzetes modellje nemcsak megkonnyiti egyfajta infinitezimalis értelmezését, de
sziikségessé is teszi ezt azért, hogy a valds szamokon definidlt két alapmiivelet és azok inverze a
bévitett szamkorre is érvényes legyen. Igy reciprokképzéssel értelmezheték az infinitezimalisok
az uj szamkorben. Amint a projektiv geometridban is el kell szakadni az idealis térelemek végtelen-
szemléletétol, ehhez hasonldan itt a szambovitéseknél sem kell tovabb erdltetni a kezdetben
gondolatébresztd végtelen ,,szarmazast”, hiszen itt is lathatd, hogy annak képzetes-szdm modellje mar
nem mennyis€g, hanem mindségében 1) elem. Ez Osszhangban van azzal a gondolattal, hogy a
képzetesek akar térgorbiiletként akar tératmérdként értelmezhetdk. Egy korabbi cikkemben??
levezettem, hogyha egy térbeli feliilet gorbiilete tiszta komplex, parabolikus vagy hiperbolikus
képzetes szam, akkor ezeken a feliileteken leirt sikgeometria rendre a hiperbolikus, az euklideszi és
a gombi sikgeometria modellje. Ugyanerre az eredményre juthatunk, ha kiindulasul nem a térbeli

20 Lasd errél a B. Mellékletet, vagy a ,,4 kételemii szamok, mint homogén koordindtaval leirt szamegyenesek” cimii cikket;
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/176-a-ketelemu-szamok-mint-homogen-koordinataval-leirt-
Szamegyenesek

2L Eddig is idéztem mar Arisztotelészt, aki zsenidlisan még az extenziv és intenziv végtelen dualitdsara is raérzett, igy
fogalmazott egy helyiitt: ,,Bizonyos értelemben a végtelen Osszeaddassal ugyanaz, mint a veégtelen osztdssal.”
Arisztotelész, Fizika, III. konyv, 6. rész

22 Lasd ,,Az idd, a tér és a végtelen” cimii cikk 11. oldalat:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/88-az-ido-a-ter-es-a-vegtelen
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feliillet gorbiiletébdl, hanem sugarabol indulunk ki, és feltételezziik, hogy az tiszta komplex,
parabolikus vagy hiperbolikus képzetes szam, csak ekkor a j képzetes esetén nem végezheto el a
reciprokképzés.

4. A transzcendens szamok aktualis létezése

Fontos észben tartani azt, amit A. Fraenkel és szerzotarsai is megfogalmaztak a halmazelmélet
alapjairdl szo6lo konyviikben, hogy ,,axiomatikus szempontbol nincs mas mod a végtelen
halmazok biztositisdra, mint azok posztulalisa®®. Mivel egy matematikai rendszer annal
hasznalhatobb, minél kozelebb 4ll a megalapozésa, azaz axiémarendszere a valosag
Osszefliggéseihez, ezért nagyon fontos, hogy a végtelenre vonatkozo axioma is legyen 6sszhangban a
valdsaggal, ne tartalmazzon olyan végtelen-fogalmat, amelynek nincs megfeleléje a valosagban, ezért
a klasszikus halmazelmélet Zermelo-Fraenkel (ZF) axiémarendszerében a jelenlegi végtelen-
fogalmat alkalmatlannak tartom, helyette a CH-verziok valamelyikét illeszteném a rendszerbe.?

Joggal kérdezheti valaki, hogy mindez mennyiben kapcsolodik a transzcendens szamok aktualis
1étének kérdéséhez. Nos, ez a kapcsolat a mai matematika 0,999...=1 allitasahoz kapcsolodik, és
ennek az 4llitdsnak alapjan a halmazelmélet axidmarendszerének hidnyossdgaihoz. A 0,999...=1
allitas bizonyitasakor ugyanis a matematika feltételezi az infinitezimalisok hianyat, azaz olyan
paranyok hianyat, amelyek nagyobbak 0-nél, de kisebbek 1/n-nél minden n természetes szamra. igy
az intenziv végtelenek tekintetében csak potencidlisra korlatozza a végtelenek 1étét, és ezzel
megkérddjelezi a végtelen tizedestortek, igy a transzcendens szamok 1étének aktudlis voltat is.

4.1. A transzcendens szamok aktualis 1étezése a helyiértékes szamrendszerekben

Felmeriil a kérdés, hogy létezik-e olyan szamrendszer, amelyben a transzcendens szamok is
aktualisan l1étezok, hiszen példaul 1éteznek olyan helyiértékes szamrendszerek, amelyekben a 10-es
szamrendszerben végtelen tizedestorttel jellemezhetd raciondlis szamok véges tizedestortek. Csak a
szamrendszer alapszamat kell megvaltoztatni ehhez, példaul az 1/3 tértszam a tizes alapt helyiértékes
szamrendszerben végtelen szakaszos tizedestort, de példaul egy 3-as alapu helyiértékes rendszerben
véges tizedestort.

Fontos megjegyezni, hogy a raciondlis torteknek az a tulajdonsaga, hogy két egész szam
hanyadosaként irhatok fel, tetszéleges természetes szam alapu helyiértékes szamrendszerben igaz
marad. Tehat a helyiértékes szamrendszer alapszdma arra van hatassal raciondlis tortek esetén, hogy
azok véges tizedestorttel, vagy végtelen szakaszos tizedestorttel irhatok-e le az adott helyiértékes
szamrendszerben. Mindez nyilvanvaldan igaz a természetes szam alapt helyiértékes szdmrendszerek
definicidjabol adddoan.

Ott tartunk tehat?®, hogy a tizes alapt helyiértékes szamrendszert alapul véve aktudlis létezoK az
extenziv végtelenben a ,,9-es” végli pozitiv végtelen egészek €s nyilvan a természetes szamok,
valamint az intenziv végtelenben a véges, valamint a ,,9-es” végli tizedestortek és természetesen
valamennyi racionalis tizedestort.

23 From the axiomatic viewpoint there is no other way for securing infinite sets but postulating them.” (A. Fraenkel —
Y. Bar Hillel — A. Levy, ,,Foundations of Set Theory” (Second Revised Edition), Elsevier, 1973, p. 46.)

2 Mivel nem tartozik szorosan a cikkhez, ezért mellékletben irtam le annak vazlatat, mi médon kellene a ZF
axiomarendszert modositani. Lasd a C. Mellékletet.

% Lasd err6l ,,4 végtelen kicsiben és nagyban 1. cimi cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/442-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-i
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A ,9-es” végii végtelen pozitiv egészek aktualizalasat a k £...999,k? =1
Osszefliggés posztuldlja, a ,,9-es” végl tizedestorteknél pedig szemben a mai
matematika a 0,999...=1 Aallitasaval a 0,999...<1 egyenl6tlenség allithato,
amelynek a 0,999...<1 esete aktualizal infinitezimalisokat.

Kérdés maradt a nem-szakaszos extenziv végtelen egészek és az intenziv végtelenben a nem-
szakaszos végtelen tizedestortek aktualis 1éte. Feltehetjiik tigyis a kérdést, hogy létezik-e olyan
szamrendszer, amelyben a nem-szakaszos tizedestortek, kozottiik a transzcendens szamok is
aktualisan 1étezdk, azaz nem potencialis végtelen szdmmal dbrazolhatok?

A helyiértékes szamrendszerekben nemcsak természetes szam lehet a rendszer alapszama, de
tortszam is, sOt az alapszam lehet irracionalis is, de ezek a rendszerek alkalmatlanok a szamolasra. A
természetes alapu logaritmus szdmat e-t tekintve mondhatnam, hogy egy e alapu helyiértékes
szamrendszerben az e szam 10-ként abrazolt, és igy nem tartalmaz potencialis végtelen szamjegyet
az e szam abrazolasa ebben a rendszerben, tehat aktualis 1éttel bironak tekinthetem. Igaz, hogy ebben
az e alapt szamrendszerben az §sszes tobbi szdm csak potencidlis végtelen szdmmal abrazolhat6 és
még az egész szdmok e rendszerbeli alakjat is nehéz megéllapitani, nemhogy a szamokkal szdmolni,
mégis tagadhatatlan, hogy van olyan rendszer, ahol véges sok szamjeggyel abrazolt az e szam.
Ugyanez eclmondhatdé minden irracionalis alapu helyiértékes szamrendszerrél, azaz minden
irracionalis alapu helyiértékes szamrendszerben az irracionalis alap szamalakja: 10. Természetesen
ez az egész fabol vaskarika, hiszen hasznalhatatlan szamrendszerhez vezet, még ha formalisan,
definici6 szinten meg is oldja a transzcendens szamok aktualizalasat. Egyébként az algebrai
irracionalis szamokndl még elofordul, hogy végtelen tizedestort alapszamu helyiértékes
szamrendszerben az alapszamtdl kiilonb6z6 szamok is viszonylag egyszeriien kifejezhetdek a
szamrendszer alapszamanak segitségével. Példaul emlitésre méltod egy irracionalis szamrendszer, az
aranymetszés alapi?®, amely elég jol kidolgozott, sok j6 tulajdonsidggal bir, lehetséges benne a 10-es
aritmetika Gsszes szabvanyos algoritmusanak adaptalasa, és gyakorlati haszna is van a Fibonacci-
szamok hasznalataban és altalanositasaban®’. A transzcendens szamok esetén azonban, — amelyek
nem algebrai szamok, azaz nem gyokei egy racionalis egyiitthatds polinomnak —, nem tudok olyan
algebrai modszerrdl, amellyel az alapszdmtol kiilonb6z6 szamok is jol kezelhetdek.

A transzcendens szamok aktualis 1étének kérdését nemcsak szamabrazolas segitségével lehet kezelni,
de elképzelhetd példaul, hogy az algebrai megoldas helyett valamely geometriai médszerrel tudjuk
megvalaszolni a kérdést.

4.2. Az aktualis 1étezés és a geometria

Az el6z0 pontban a valos szamok helyiértékes alakjat haszndltam annak eldontésére, hogy a
transzcendens szdmok aktudlisan léteznek-e. Ennek eldontésére a geometria is felhasznalhato.
Példéaul a & transzcendens szdm nem mas, mint egy egységnyi sugaru kor teriilete. E korteriilet az
aktualis 1étezés meghatarozasanak — példaul az arisztotelészi ,,befejezett teljes egész” korolirasnak —
tokéletesen megfelel, és ezzel e teriilet mérészamat a w-t is aktualisan 1étezének tekinthetem. Hasonld

problémaba iitkdztek a gorogok hajdanan, amikor az egységnyi oldala négyzet atlojara kapott V2

%6 Lasd példaul az angol Wikipedia-t: Golden ratio base - Wikipedia
21 Lasd példaul az angol Wikipedia-t: Generalizations of Fibonacci numbers - Wikipedia
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értekkel kezdetben nem tudtak mit kezdeni, aztan belattdk, hogy nem irhat6 fel két egész szam
hanyadosaként. A gorogok szamara fontos volt a szerkeszthetdség, és bizony a V2 egy szerkeszthet6

szakasz hosszlisagat jelolte. Valosziniileg ez tette elfogadhatova a /2 szam 1étének elfogadasat az
Okor matematikusai szamara. Szdmomra mar nem fontos a szerkeszthetdség, de egyfajta aktualis
1étként el tudok fogadni egy olyan szdmot, amely egy jol meghatarozott véges teriilet mérdszama.

Hasonlo ,feriileti” magyarazatot talalhatunk a természetes logaritmus alapszamanak, az e-nek az
aktualis 1étezésére, hiszen erre a szamra a kdvetkezo igaz:

1
[La=
t

1

Azaz egy jol definialt specialis fiiggvény alatti egységnyi teriilet meghatarozdja az e szam. Itt is az
mondhato el, hogy egy megvalosult, azaz aktualisan 1étez6 egységnyi terliletrdl 1évén sz6, az aktualis
1éttel bird teriiletet definiald szamot, az e Euler-szamot is aktualis 1étezOnek tekinthetem.

Valaki idegenkedhet ezektdl a , teriileti” magyarazatoktdl arra gondolva, hogy a sikidomok végessége
¢s jol definialt volta ellenére a teriiletiik mértékéiil szolgalo transzcendens szamok csak ,,epszilon-
deltas” modszerrel, azaz potencialisan végtelen algoritmussal kozelithetok meg. Ellenben gondolni
kell arra, amit az 1.1 pontban emlitettem az aktudlis 1ét térbeliséghez kotddésérdl. A fentiek pontosan
ezt példazzak, azaz egy véges sikbeli alakzatrol van sz6, amelynek ily mddon aktualis léte nem
kérddjelezhetd meg, hasonloan a teriileti mértékének aktudlis volta sem, még akkor sem, ha ez utobbi
megallapitasat csak — egyfajta idobeliséghez kotédé — potencidlis végtelen eljarassal tudjuk
megallapitani.

Természetesen a fentiek csak két fontos transzcendens szamra magyaraztak specidlis médon az
aktualis 1étlik indokoltsagat, altalanossdgban azonban nem mondott a modszer semmit. Egyeldre meg
kell elégednem ennyivel, bar sejthetd a példak altalanositasa.

A szamok rend és mérték jellege?® segithet megérteni, hogy miképp is aktualizalhatunk a geometria
segitségével potencialis végteleneket. A szdmolds diszkrét mennyiségek ,,mérése”, az viszont, amit
igazan mérésnek tekintiink, az valami modon folytonos objektumok mennyiségi mérése, mégpedig
egy egységiil valasztott, folytonos alakzatot annyiszor ,,mozgatjuk ra” a mérendé alakzatra a mértékre
invaridns transzformacioval, amennyivel ki tudjuk tolteni az alakzatot, és folytatjuk mindezt az
egysegiil valasztott alakzat tort részével, ameddig sziikséges. Azaz a folytonos alakzatok mérése
nem abszolit, hanem relativ mérés, hiszen valamely vélasztott alakzatokhoz hasonlitjuk az adott
objektum mértékét. Cantor szamossag-fogalma is valamiféle mértéket definialt ponthalmazokra. A
szamegyenes pontjait kdlcsondsen egyértelmiien megfeleltették a valdos szamoknak, de amig a
természetes szamoknak diszkrét szampontok feleltek meg a szdmegyenesen, addig a valds szamok
»folytonosan kitoltotték™ a szamegyenest. Cantor a folytonos valos szamegyenesen a fent idézett
relativ mérés helyett diszkrét szampontokként probalta ,,szdmléalni” a valds szamokat, pontosabban a
diszkrét természetes (szam)pontokat probalta Osszeparositani a folytonosan elhelyezkedd, de
pontszeriségiikben diszkrét valds (szam)pontokkal. Tobb korabbi cikkemben? irtam mar arrol, hogy
a bizonyitasa két szempontbdl is hibazik. E18szor is rendezettségre vonatkozik az indirekt allitas és
nem mennyiségre, hiszen a természetes szamokkal vald parositas feltételezése azt jelenti, hogy az
Osszehasonlitott szdmhalmaz is ,,megszdmlalhat6”, azaz rendezettsége megegyezik a természetes

2T

szamok rendezettségével. Masodszor pedig a megfeleld ,,9-es végli” és a ,,0-végl” tizedestortek

8 Lasd a ,,Szamok: rend és mennyiség” cimii cikket; https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/430-szamok-
rend-es-mennyiseq

2 Lasd példaul a ,,Problémdk Cantor diagondlis modszerének haszndalatdban” cimii cikket;
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/38-problemak-cantor-diagonalis-modszerenek-hasznalataban
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egyenlové tétele és egyikiik kizardsa nem csupéan eliminalhatd ,technikai” probléma megoldasa,
hanem sulyos logikai hiba, hiszen ezzel Cantor a feltételek k6z¢ bevitte a CH allitasat, pontosabban
az eredetileg extenziv végtelenre megfogalmazott CH-val ekvivalens, és az intenziv végtelenre
vonatkozo6 allitast.

4.3. A folytonossag és a végtelen

Sokat emlegettem a folytonossagot, konyveket lehetne irni e fogalomrol, de legalabb egy paragrafust
megérdemel itt is. Kezdjiik azzal, hogy miképp lesz a szamegyenes folytonos vonal. Henri Poincaré
nagyszeriien vezeti végig a folyamatot, amint a fizikai folytonossagot elemezve miképp jutunk
ellentmondashoz, és ezt miképp oldjuk fel egy matematikainak nevezhetd folytonossaggal a
szamegyenesiinkon.>® Egy idézet Poincarének a matematikai és a fizikai folytonossagrol szolo
eszmefuttatasabol:

., Megfigyelték példaul, hogy valamely 10 gramm sulyu A test és valamely 11 gramm sulyi B test egészen
azonos érzeteket kelt. Hasonloképpen nem lehetett megkiilonboztetni a B testet a 12 gramm sulyu C testtdl,
de az A és a C sulyanak egymastol valo megkiilonbéztetése mar sikeriilt.

E kisérlet nyers adatai tehat a kovetkezo vonatkozasokkal tiintethetdk fel:

A=B;
B=C;
A<C.

Ezek a vonatkozasok a fizikai folytonossag képleteinek tekinthetok.

Az ellentmondds elvével ez homlokegyenest iitkozik, és hogy ezen Osszeiitkozést megsziintessiik, kénytelenek

voltunk a matematikai folytonossagot feltalalni. »31

Az ellentmondast Gigy sziinteti meg a matematika, hogy a szamegyenes szakaszait a tort részeire osztja
addig, amig valamennyi raciondlis szdm ,.felkeriil” a szdmegyenesre. Konnyen belathat6, hogy a
raciondlis szamok halmaza sliriin rendezett halmaz, barmely két racionalis szadm kozott 1étezik t6lik
kiilonboz6 racionalis szam. Igy mar ezt a ,,racionalis” szamegyenest is folytonosnak, tekinthetnénk,
Poincaré annak is nevezi: elsérendii folytonossdagnak. Folytonosnak folytonos az igy eldallt
szamegyenes, de nem teljes, Poincaré térbeli példakat hoz arra, hogy milyen szakaszok mértéke
hianyzik az elsérendiien folytonos szamegyenesrdl®2, majd Dedekind modszerére hivatkozva az
irracionalis szamokat a racionalis szamok két osztalya kozos hataranak veszi fel. Ezzel eljutunk a
valds szamok szamegyeneséhez, amelynek folytonossagat Poincaré mdsodrendii folytonossagnak
nevezi, végiil ezt mindsiti a tulajdonképpeni matematikai folytonossagnak, idézve 6t.

»~Legyen szabad a réovidség kedvéért elsorendii matematikai folytonossagnak neveznem a tagok
oly halmazat, 6sszességet, mely ugyanazon torvények szerint alakul, mint a racionalis szamok
sorozata. Ha most ide uj tagokat iktatunk be az osszemérhetetlen szamok képzésének torvényei
szerint, az igy nyert sokasdgot a tovabbiakban mdsodrendii folytonossagnak fogjuk nevezni.” *

Nem szabad hat elfelejteni, hogy a folytonossag is a végtelenség egyfajta megjelenése: ,,... a
kontinualitis a végtelenség egyik formdja, csakhogy nem extenziv, hanem intenziv tipusf.”®*
Hozzateszem még, hogy a folytonossagban potencialis végtelenrdl van szo, és amint aktualizalunk

30 Lasd ehhez a ,,Poincaré, tudomany és foltevés” cimii cikkhez mellékelt Henri Poincaré, ,,Tudomdny és foltevés”
anyagot, https://www.infinitemath.hu/archivum/filozofia/358-poincare-tudomany-es-folteves

31 Lasd az el6z6, 30. 1abjegyzetben hivatkozott anyag masodik fejezetét.

32 Lam az irraciondlis szamok 1étének sziikséges voltira Poincaré is térbeli példakat emlit.

3 Lasd ehhez a fenti 30. 1abjegyzetben hivatkozott anyagot.

3 E.M.Csugyinov, 4 Vilagegyetem végtelenségének problémdja a relativisztikus kozmologiaban a logika szemszégébdl,
Végtelenség és vilagegyetem, Gondolat — Budapest, 1974
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egy intenziv végtelent, a folytonossag megsziinik, amint err6l mar sokat irtam® a hiperbolikus
szamokkal kapcsolatban, amely szamfogalomhoz épp a ,,9-es” végl végtelen pozitiv egészek és
tizedestortek aktualizalasaval juthatunk el.

4.4. Egy mesterséges intelligencia (MI) valasza a transzcendens szamok aktualis voltanak
kérdésére

Kivancsi voltam, hogy egy MI valaszaban szerepel-e olyan szempont, amit én nem vettem
figyelembe, amikor a transzcendens szamok aktualis voltarol toprengtem. Nos, nem ért meglepetés,
az alcimben feltett kérdésre az MI® vélasza a kdvetkezd volt:

,,A matematikaban azokat a valos vagy komplex szamokat nevezik transzcendensnek, amelyek
nem algebrai szamok, tehat nem gyokei egész (vagy raciondlis) egyiitthatos polinomnak. A
transzcendens szamok tehat létezd szamok, mivel meghatdrozhatoak és hasznalhatoak
matematikai miiveletekben.

Azonban a kérdésed filozofiai aspektusokat is felvet. A "potencidalis végtelen" és "aktudlis
vegtelen" fogalmak a filozofiaban és a matematikdaban is megjelennek. A "potencidlis végtelen"
azt jelenti, hogy valami végteleniil folytathato, de soha nem éri el a végtelent. Példaul a
természetes szamok sorozata potencidlisan végtelen, mert barmennyire nagy természetes szamot
is vesziink, mindig van nala nagyobb. Ezzel szemben az "aktudlis végtelen" azt jelenti, hogy a
végtelen valosdgos és létezo entitas.

A transzcendens szamok, mint példaul m vagQy e végtelen nem periodusos tizedestortkent
jelennek meg, ami potencidlisan végtelen. Ugyanakkor ezek a szamok jol meghatarozottak és
hasznalhatoak konkret szamitasokban, tehat éertelemszeriien aktualisan létezonek tekinthetok.

Ezért a valaszom az, hogy igen, a transzcendens szamok aktudlisan létezo szamoknak
tekinthetok.”

Osszegezve; az MI a transzcendens szamok konkrét szamitasokban valé hasznalhatosagabol jutott
arra a valaszra, hogy aktualisan 1étez6 szamok. Tulajdonképpen nem is olyan rossz érv, hiszen, ha
nem ismerem az elméleti valaszt, akkor érdemes a gyakorlathoz fordulni.

Mindent Osszevetve természetesen lehet olyan szempont, ami elkeriilte a figyelmemet a
transzcendens szamok aktualis voltaval kapcsolatban, tovabba az MI valaszaira sem lehet
hagyatkozni, de most be kell érnem ennyivel anndl is inkdbb, mert fontosabbnak tartom valo6 vilagunk
,»vegtelen mennyiséget keriild” tulajdonsaganak kezelhetdségét. Errdl szo6l az irasom utols6 szakasza.

5. A ,tetszélegesen nagy véges” idealizalasa potencialis végtelennel

Mivel végtelen mennyiséget sem kicsiben sem nagyban nem tapasztalunk, és a fizikdban sok
problémat okoz a végtelen megjelenése a szamitdsokban, ezért sok probalkozas tortént olyan véges
modellek megalkotdsara, amelyek egyrészt adekvat leirasat adjak egy jelenségnek, masrészt
matematikailag ellentmondasmentesek. Ezek a probalkozasok a mai napig sikertelenek, ugy tiinik, a
matematika nem nélkiilozheti a végtelen fogalmat.

% Lasd példaul a ,Hiperbolikus kalkulus 1.’ cimii cikket; https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/168-
hiperbolikus-kalkulus-i
% A Microsoft Edge bongészéjének Bing ChatGPT-je adta a valaszt.
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T6bb irasomban®’ utaltam arra, hogy a kételemii szamok nemcsak a végtelen szamossagok specidlis
modellezésére hasznalhatdak, de alkalmazhatéak olyan igen nagy, de véges szamok esetére is,
amikor bizonyos mennyiségi valtozasok minéségi valtozassa alakulnak. A mindségi valtozashoz
sziikséges mennyiségi valtozasok szamanak hatarozatlansaga teszi hasonloan kezelhetové a modellt
a természetes szamok potencialis végtelenségéhez. Mondhatom példaul azt, hogy ,,megfelelden nagy”
N-re 10N mar nem eleme a szam-modellemnek, mert 10N | joval nagyobb” annal a mennyiségnél,
amelynél a mindségi valtozas bekovetkezik. Ez is azok kozé az okok kozé tartozik, amiért arra a
kovetkeztetésre jutottam, hogy a kételemli szdmok a minéségi végtelent modellezik, jollehet a
modellezésnél az értékében hatarozatlan ,,igen nagy” szamot végtelen mennyiségként idealizalom.

Tulajdonképpen elsé lépéskent ugyanazt tettem, amit a matematika tett az ,,epszilon-deltas”
modszerének kidolgozasakor, azaz, amikor a matematika a 1étében aktualis — tehat véges szammal
modellezhet6 — infinitezimalisok helyett potencidlis intenziv végteleneket definialt. Hasonldéan én a
valdsag véges 1€pésbol allo, tehat aktudlis 1éttel bird mennyiségi folyamatait potencidlis extenziv
végtelennel modelleztem, példaul a k £...999 definicioval. Ennél a modszernél azonban volt egy
masodik lépés is, amivel a potencialis végtelent aktualizaltam a k 2...999, k? =1 definicio-
kiegészitéssel, €s a modellt kiterjesztettem az intenziv végtelenekre is. Ez a 1épés tette lehetové a
mindségi valtozas modellezhetdségét. Ily modon a modell olyan kételemii szdmokat definialt — a
hiperbolikus és a parabolikus szdmokat — amelyeken a klasszikus konvergencia és folytonossag
fogalmai nem hasznalhatoak, ez csak a jol ismert komplex szamkdorben miikddik, most mar jol tudjuk,
hogy miért, hiszen a komplexek épp azt modellezik, hogy az adott szamkdrben nincs sem extenziv,
sem intenziv aktudlis végtelen. A matematikai fizika egésze viszont a kételemii szamok
mindegyikének hasznélatdn alapszik, €s komoly problémdi vannak akkor, ha a klasszikus
folytonossagot/kalkulust alkalmazza olyan esetekben is, amelyekben ez helytelen, azaz olyan
szdmkorben, ahol 1étezik aktudlis végtelen. A jo megoldasokat az fogja meghozni, ha a komplex
szdmok jol miikodo fiiggvénytana mellett kialakitjuk a hiperbolikus és a parabolikus szamkor
fliggvénytanat is, sot, ha 1étrejon mindhdrom szamkor altaldnos analizise.

6. Osszegzés

Miko6zben ismét végiggondoltam a valds és a kételemii szamok aktualis és potencialis 1étezésének
kérdését, arra jutottam, hogy a potencialis/aktualis 1ét kérdése kontextusfiiggd. Az alcimben feltett
kérdésre a valasz az, hogy a transzcendens szamok, mint informaciok potencialis 1éttel birnak az
univerzumunk anyagi vilagaban, de a matematikai informaciokon beliil 1étiik aktualis 1ét.

Ismét tetten érhetd volt, hogy a végteleneknek az ) mindségi modellje megmutatja, miként segitenek
a fizikai tapasztalatok megtalalni azt a matematikat, amely leirja az adott tapasztalatokat, és a
matematika miként segiti megérteni a tapasztalatainkat, és miként vezet 1) informaciohoz.

37 Lasd példaul ,, Az idd, a tér és a végtelen” cimii anyag 4.6 pontjanak utolsd bekezdését;
https://www.infinitemath.hu/archivum/eqyeb/88-az-ido-a-ter-es-a-vegtelen
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A. Melléklet

A kételemii szamok elemi tulajdonsagai

Egy z kételemii szam, ha
_ _ y
z—x+8y—x(1+6x) (A.M1)

ahol x és y valds szamok, & = i, j, k (i>=-1, j*=0, j#0, k®=1, k#1) aszerint, hogy komplex,
parabolikus, vagy hiperbolikus szamrdl van sz6. A komplex szamoknal % =tge, a hiperbolikus

szdmoknal pedig % =tht bevezetésével a kovetkezoket kapom

z=x(1+itan¢) = g(cos @ + isin ) a komplex szamoknal (A.M2)
_ AN y ..y : . .

Z=X (1 +j ;) =0 (cp . + jsp x) a parabolikus szamoknal (A.M3)

z = x(1+ ktanh¢) = o(cosh ¢ + ksinh ¢) a hiperbolikus szamoknal (A.M4)

ahol po-t a szamok normajanak, vagy — a komplexek nyoman — abszolutértékének a ¢-t a szamok
argumentumanak nevezem, mindkettét pedig a szamok polarkoordindtainak hivom, szemben az
kételemtiek (M1)-beli algebrai alakjaval, amelyben x és y a szamok Descartes-koordinatai a
kételemiiek szamsikjain.

A trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények nem szorulnak magyarazatra, de a parabolikus
fliggvények definicidt érdemes megismételni; a parabolikus — vagy masképp dudlis — szdmokon
értelmezett fiiggvényeknél a z parabolikus szdm normadja (abszolutértéke) |z| = x, argumentuma
arg z = y/x, a koszinusz fliggvény parabolikus megfelel6je a cp [arg(z)] = 1 fiiggvény, a szinusz
fliggvény parabolikus megfelel6je pedig a sp [arg(z)] = y/X, végiil a tangens fliggvény parabolikus
megfeleldje a tp [arg(z)] = y/x.

Mindhérom sikra egységesen felirhat6 exponencialis alakkal:

ahol ¢ az argumentum és @ a norma az adott szamsikon, és mint fent 8 =1, j, k (i%=-1, j?=0, j#0, k?=1,
k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus vagy hiperbolikus szamsikro6l van szo6.

A | | abszolutérték-jelolést jelolést is hasznalva, mindhdrom szamsikra altalanosan igaz az, hogy

|z| = @ = x? — §2y% =zz

x+6 x+6 (A.M6)
6(p=lnz—lng=lni= Y =1 Y _ z

n—m Y —In [~
0 n,/xz—é‘zyz Plx=dy T Nz

ahol 8, mint mindig, azaz & =1, j, k (i>=-1, j°=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus,
vagy hiperbolikus szdmrdl van sz0, és Z a z konjugaltjat jeloli, azaz mindharom szamsikon

Z=x—8y ha z=x+3d8y (A.M7)

Mindhérom szamsikon fontos szerepe van a fizikabol jol ismert skalarszorzatnak, amely a harom
szdmsikon altalanosan a kovetkezo:

(z1,2,) = Re(Z12;) = |Z1||z,| COS(T, — 71) = X925 — 82}’1}’2 (A.M8)
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Ahol Re a kételemii szamok valés részét jeloli, | | a z abszolutértéket, vagy normat jeldli, COS
pedig az adott szdmsikon definialt koszinusz fliggvényt jelenti, azaz koszinuszt (cos) a komplex
szamsikon, cp [arg(z)] = | fliggvényt a parabolikus szdmsikon és hiperbolikus koszinuszt (cosh) a
hiperbolikus szamsikon, §, pedig, mint mindig, azaz & =1, j, k (i%=-1, j>=0, j#0, k>=1, k#1) aszerint,
hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szdmr6l van szo, és Z a z konjugaltjat jeloli.

A szamsikok szemléltetése:

ma

A

spa

+1 X

Parabolikus szamsik

Im
zZ=X+iy
y e e
r
®
i) ¥ Re
A._l 4_
—y —
Z=x—Iy

Komplex szamsik

N Y A

Hiperbolikus szamsik

sinh a

2024.01. 08. 9:35

15/20



A végtelen kicsiben és nagyban II. —Léteznek-e aktualisan a transzcendens szamok?

B. Melléklet

A kételemii szamok és a homogén koordinatak

Az itt kovetkezOket tartalmazza ,,4 kételemii szamok, mint homogén koordinataval leirt
szamegyenesek”® cimii korabbi irasom is.

Induljunk el azon az uton, amint a szamsikokon a szdmok polarkoordinatas alakjahoz jutunk:
_ _ y
z—x+8y—x(1+8x) (B.M1)

Ahol & =i, j, k (i%=-1, j>=0, k?=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol
van sz6. A komplex szdmoknal %=tg(p, a hiperbolikus szamoknal pedig % =tht bevezetésével a
kovetkezoket kapom

z=x(1+itang) a komplex szamoknal (B.M2)
Z=X (1 +j %) a parabolikus szamoknal (B.M3)
z =x(1+ ktanh1) a hiperbolikus szamoknal (B.M4)

Az (B.M1) egyenletben felirt alak szinte ,kialt” egyfajta homogén koordinatarendszerbeli
értelmezésért. A homogén koordinatdk haszna épp az, hogy a végtelen tavoli pontokat véges
koordinatakkal fejezziik ki. A kételemili szamok tiszta képzetes részének végtelen-értelmezése is
pontosan ezt teszi: a végtelent véges ,,koordinataji” szamponttal jellemzi.

1. Parabolikus (szam)egyenes

A parabolikus szdmegyenes esetén a szamegyenesre egyetlen idealis (végtelen tavoli) pont
illeszkedik.

Ha a (szam)egyenesen egy kozonséges
(szam)pont Descartes-féle koordinataja A x
(x), akkor xi#0 esetén az illesztett
homogén koordindtarendszerben az
X2/X1 homogén koordinataval leirhato
elemet rendelem, melyre x= Xo/Xi,
melyek az origon atmend xo/X1
meredekségli egyenesek. (Lasd az 1. X/, ixz=x
abrat).

Az x1=0 homogén koordinataju egyenes %
pedig a szamegyenes egyetlen végtelen

tavoli pontjanak a megfeleldje. Ily

modon az origon atmend valamennyi 1. 4bra

egyenesnek egyetlen szampont felel

38 Lasd: https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/176-a-ketelemu-szamok-mint-homogen-koordinataval-leirt-
szamegyenesek
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meg az X szamegyenesen, melynek egyetlen végtelen tavoli pontja van.

Azt mondom tehat, hogy az egyetlen végtelen tavoli ponttal bévitett szamegyenes homogén
koordinatakkal valo leirasa a parabolikus szamsikot adja.

2. Hiperbolikus (szam)egyenes

A hiperbolikus szamegyenes esetén a szamegyenesre végtelen sok idedlis (végtelen tavoli) pont
illeszkedik. Ebben az esetben is a homogén koordinatdkra vald attérésnél a homogén
koordinatarendszer origojara illeszkedd sugarsor elemeit feleltetem meg a szdmegyenes
pontjainak. (A 2. abran fekete szinnel rajzolt szamegyenes piros szinnel jeldlt pontja kozonséges
pont, a zold €s a barna pontok idealis pontok. Ezen az abran torzitottan a végtelen tavoli pontok
is a végesben vannak abrazolva.)

2. abra

A homogén koordinatakra vald attérésnél a szdmegyenes kozonséges Descartes-féle
koordinataji (x) (szam)pontjahoz a szamsik x2/X1=tanhx homogén koordinataval leirhatd elemét
rendelem X1#£0 esetén, ezek az elemek olyan, az origdn atmené egyenesek, melyek meredeksége
kisebb, mint egy. (Lasd példaul a 2. abrat, és a piros szinnel rajzolt egyenest.) Ily moédon az
origora illeszkedd sugarsorbol csak egy nyaldb egyeneseit feleltettem meg kolcsondsen
egyértelmiien a szdmegyenesem kdzonséges pontjainak. A sugarsor tobbi egyenesét a
szamegyenes végtelen tavoli pontjaithoz rendelhetem. Az abszolutértékben egynél nagyobb
meredekségli egyenesek meredekségét xi/xo=tanhx (x2#0) modon irom le. (Ezek egyike a 2.
abran barna szinnel rajzolt egyenes.) Az x1=Xz egyeneshez a szdmegyenes ,,legkisebb” végtelen
tavoli pontjat, az xa=—x2 egyeneshez a szdmegyenes negativ szdmtartomanyaban legnagyobb
végtelen tavoli pontjat rendelem. (Ezek egyike a 2. abran zold szinnel rajzolt egyenes.) Ily
moddon az origon atmend egyenesek koziil egy kivétellel mindegyikhez egyetlen kozonséges,
vagy végtelen tavoli — azaz idedlis — szampont felel meg az x szamegyenesen, melynek végtelen
sok végtelen tavoli pontja van. Az origéra illeszkedd sugarsor egyenesei koziil egyediil az x1=0
egyeneshez nem rendeltem egyetlen szamegyenesre illeszkedd pontot sem.

Azt mondom tehat, hogy a végtelen sok idealis ponttal bévitett szamegyenes homogén
koordinatakkal valo leirasa a hiperbolikus szamsikot adja.
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3. Komplex, vagy elliptikus (szam)egyenes

A komplex szadmegyenes esetén a szamegyenesre nem illeszkedik egyetlen idedlis (végtelen
tavoli) pont sem. Ebben az esetben is a homogén koordinatakra vald attérésnél a homogén
koordinatarendszer origoéjara illeszkedd sugérsor elemeit feleltetem meg a szdmegyenes
pontjainak.

A homogén koordinatdkra vald attérésnél a szamegyenes Descartes-féle koordinatiju (x)
(szam)pontjahoz x1£0 és |X|<m/2 esetén a szamsiknak a tgx=x2/X;1 homogén koordinataval
leirhat6 elemét rendelem, ezek az elemek az origén atmend egyenesek. Ily modon az origora
illeszkedd sugarsor x1=0 elemének kivételével minden elemét hozzarendeltem a szdmegyenes
(-n/2,+1/2) szakasz szampontjaihoz. Igy egy tetszbleges hosszusagi®® véges nyilt szakasz
pontjait tudtam kolcsondsen egyértelmiien megfeleltetni az origora illeszkedd sugarsor
egyeneseinek ugy, hogy az x1=0 egyeneshez nem rendeltem egyetlen szamegyenesre illeszkedd
pontot sem.

Azt mondom tehat, hogy a végtelen tavoli ponttal nem rendelkezé szamegyenes,
(pontosabban tetszélegesen nagy szamszakasz) homogén koordinatikkal valo leirasa a
komplex szamsikot adja.

3 Tetszbleges hosszasagu, hiszen tgx=xo/X1 (-1/2<x<n/2) esetén x= x’1/L helyettesitéssel egy L hosszlsagh (-L/2,L/2)
nyilt szakasz pontjait rendelhetem az origén atmend egyenesekhez.
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C. Melléklet

A halmazelmélet axiomatizalasa az ij minoségi végtelennel

Nem konnyli a Zermelo-Fraenkel (ZF) axiomarendszert azzal a végtelenfogalommal atalakitani,
amely a helyiértékes szamabrazolast hasznalja fel a természetes szamok potencialis végtelenjébdl az
aktualis végtelenjének definidlasara. A ZF nem tesz kiilonbséget az extenziv végtelen és az intenziv
végtelen kozott, ez nem lenne baj, mert az (j minoségi végtelen értelmezés sem teszi, a probléma
viszont az, hogy a mai matematika az infinitezimalisok hidnyaval ekvivalens*® 0,999...=1 4llit4st
bizonyitottnak tekinti és alkalmazza, ami az intenziv végtelent csak potencialis végtelenre korlatozza,
mikdzben az extenziv végtelenek kozott aktualisakat hasznal*t. Ebbé] kifolyolag a mai matematikai
gyakorlat és a klasszikus ZF k6zott ellentmondas van. Az biztos, hogy az eredeti ZF nem tartalmazza
sem a kontinuumhipotézis*? (CH) verzidinak valamelyikét, sem a kivalasztasi axiomat*3, ez utobbit
az un. ZFC axidmarendszer tartalmazza mar, de ez sem tartalmazza a CH-k valamelyikét, mintha
Cantorhoz hasonldan bizonyithatonak tartanak a tobbi axiomabol, holott Kurt Gédel és Paul Cohen
bizonyitasai alapjan a CH konzisztensnek és fliggetlennek bizonyult. Vegyiik észre, hogy mind a
kivalasztasi axioma, mind a kontinuumhipotézis 0sszefliigg a végtelennel: a kivalasztasi axidoma
posztuldl konkrét végteleneket, a cantori kontinuumhipotézis viszont kizarja bizonyos fajta
végtelenek 1étét, hozzateszem, hogy mindkettd aktudlis léttel bird végtelenekrdl rendelkezik.
Bebizonyitottak** viszont, hogy a kivalasztasi axioma kdvetkezik a globalis kontinuumhipotézissel*®
(GCH-val) kiegészitett ZF-b6l (ZFGCH-bol). Tehat, ha nem a kivalasztasi axiomat csatolom a ZF-
hez, hanem a globalis kontinuumhipotézis (GCH) verzidjanak egyikét, akkor a kivalasztasi axioma —
illetve valamely alternativdja —, mint axioma sziikségtelen, mert bizonyithatd a tobbi axidmabol.
Ezzel megsziintetheté a ZFC-nek az a hidnyossaga, hogy a CH egyes verzidit nem tartalmazza. Tehat
nem a kivalasztasi axiomat kellene ,,uteladgazasnak™ valasztani — ezek alternativai elég nehezen
értelmezhetéek — hanem a CH globalis valtozatat, amelyek jol definialhatoak, és amelynek kiilonb6z6
variansait csatolva a ZF-hez a kivalasztasi axidoma eltérd valtozatai mar magatdl értetddden
kovetkeznének, és ezzel kiilonbozd axiomatizalt halmazelméletekhez jutnank. 46

40 Ennek az ekvivalencianak a bizonyitasa magatol értet6do.

41 Pontosabban két axidomabol; az in. végtelen és a hatvanyhalmaz létezésének axiomaibol kdvetkezik az aktudlis végtelen
léte. Ennek belatasahoz azt kell bizonyitani, hogy egy halmaz részhalmazainak szamossidga nagyobb a halmaz
szdmossaganal.

42 Nagyon egyszerli megfogalmazasban a kontinuumhipotézis azt allitja, hogy a valés szamok szamossiga — azaz a
kontinuum szamossag — nagyobb a természetes szamok szamossaganal, a megszamlalhato soknal, és kozottiik nincs mas
végtelen nagy szamossag. Matematikailag a CH a kdvetkezd: R, = 2%, ahol X, a természetes szamok szamossagat, R,
pedig a kontinuum szamossagot jeloli. A CH tagadasa, pontosabban két alternativaja a kdvetkezd: a megszamlalhatoan
sok és a kontinuum sok, azaz a természetes szamok szaimossaga és a valos szamok szdmossaga kozott 1étezik mas végtelen
szamossag, ¢s beldle vagy egyetlen egy van, vagy végtelen sok létezik.

43 Legegyszeriibb megfogalmazasa a kivalasztasi axioméanak a kdvetkezd: tetszéleges szdmi nemiires halmaz esetén
kivalaszthatd minden egyes nemiires halmazbdl egy elem, azaz létezik a halmazokbol kivalasztott elemek halmaza. Ez
véges szamu halmaz esetén trivialis allitas, de végtelen szaml nemiires halmaz esetén olyan ellentmondasban van a valé
vilaggal, amit példaul Hilbert Grand Hotel paradonxonja fed fel.

44 Ezt ellendrizni kell, egyel6re elfogadom bizonyitottnak.

> Mig a kontinuumhipotézis (CH) a kdvetkezd: RX; = 2%0, ahol X, a természetes szamok szidmossagat, R, pedig a
kontinuum szamossagot jeldli, addig a globalis kontinuumhipotézis (GCH) a kovetkezé: R, = 2%, a =1,2,3, ...
 Ttt csak a halmazelmélet legismertebb axiomarendszerét, a ZFC-t vizsgaltam, de érdemes a vizsgalatot egy masik
axiomarendszeren, példaul a Neumann-Bernays—Gédel-halmazelmélet (NBG) axiomarendserén is lefolytatni.
Komolyabb vizsgalat nélkiil azt latom az utdbbi axiomarendszeren, hogy a végtelenség és a hatvanyhalmaz axiéma
megegyezik a ZFC-bélivel, és tartalmazza a kivalasztasi axiomanak megfelelét is, ugyanakkor nem latom, hogy
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A cantori CH-t modellez6 komplex szamok halmaza mind extenziv, mind intenziv értelemben tagadja
bizonyos végtelenck aktualis 1étét. Azt mondhatjuk, hogy a halmazelmélet jelenlegi
axiomarendszeréhez a komplex szdmokkal ekvivalens CH-verzi6 csatolhato, ez pedig nemcsak az
infinitezimalisok hidnyat jelenti a rendszerben, de az aktuadlisan létezé extenziv végtelenek hianyat is
jelenti a CH értelmében. A CH konzisztens ¢és fliggetlen volta miatt 4j halmazelmélet alapjait teremti
meg, ha a CH helyett a CH tagadésat tartalmazza az axidmarendszer. A CH tagadasa kétféle lehet
aszerint, hogy egyedi mindségi végtelent — mind extenziv, mind intenziv értelemben — deklaral, vagy
a mindségi végtelenek sokasagat. Tehat a masik két CH-verzidnak az axiomarendszerhez csatolasa —
amely nem mas, mint a hiperbolikus vagy a parabolikus szamhalmaz csatoldsa — mas-mas
halmazelméletek alapjait fekteti le, azaz axiomatizal, mégpedig olyan halmazelméleteket,
amelyekben mind extenziv, mind intenziv értelemben léteznek aktudlis végtelenek, de ezek un.
minoségi végtelenek, mert nem mennyiségileg, hanem mindségileg kiillonboznek a valos szamoktol.

A halmazelmélet axidomarendszerének fent vazolt médositdsa még vazlatdban sem teljes, mert
kételemi szamhalmazokkal csak a CH-verzidk modellezhetok, viszont a kivalasztasi axidoma csak a
globalis CH-bol, azaz GCH-bol kovetkezik. Igy vagy a jelenlegi kivélasztasi axiomat kell jelent6s
mértékben modositani, vagy a szamrendszert kell oly mddon bdviteni, hogy az GCH modellezésére
alkalmas legyen. Véleményem szerint a tobbelemii szamok alkalmasak a GCH modellezésére, igy én
ezt az utat tervezem bejarni.

kovetkezne-e ebbdl az axiomarendszerbdl a CH-k valamely verziojanak vald megfelelés. Tehat arra kovetkeztetek, hogy
a CH-alternativak ebbdl az NBG-bdl is hianyoznak, amint a ZFC-bdl is.
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