A dimenziokrol

A téridd 3+1 dimenzidja és a kételemii SzZamok

A hiperbolikus szamsik, mint téridé modell nagyon szemléletes, ha a térnek csak az egyik
dimenzigjat hasznaljuk. Az embernek azonban hidnyérzete tadmad, hiszen a teret mi
haromdimenziosnak érzékeljik. Felmerll tehat az igény olyan — esetlegesen tobbelemli —
szamokra, amelyek korrektiil modellezik a négydimenzios téridét. Egyeldre elég tdvolinak latom a
szamfogalmunk olyan &ltalanositasat', melynek részei — felteheten alapelemei — a kételemi
szamok. E szamfogalom kialakitasa céljabél most a dimenziokkal kapcsolatos fogalmainkat
szeretném veégig gondolni.

1. Mi a dimenzio?

A sz0 eredeti jelentése alapjan valamiféle méretet, Kiterjedést értink alatta. Van valamilyen
6si és elemi tapasztalatunk a tér haromiranyu kiterjedésérél: elére-héatra, balra-jobbra és fol-le,
ahogy a hétkdznapi életben megkiilonboztetjiik a térbeli mozgas lehetdségeit. E lehetdségek
kézvetlen — tapintas® Gtjan szerzett — informacidin til a mozgas kornyezeti feltételeit fény
altal kozvetitett modon, azaz latassal is érzékeljik. A latasunkban mar sokkal bonyolultabb
informéacidfeldolgozas eredményeként jelenik meg a kérnyezet modellje. Az evolucié soran
az ¢lelemszerzés és a menekiilés eredményességét alapvetden meghatarozta a kdrnyezd térbol
érkez6 informaciok minél pontosabb feldolgozéasa és értelmezése. A csoportban élés még
tovabb segitette az életben maradast, és ennek feltételeként az informaciok kommunikalasa
letfontossaguva valt. Az informaciokozlés sziikségessé tette a kdrnyezet esemenyeit leiro
kozOsségi jelrendszer kialakulasat, ezzel egyitt az érzékeltek térbeliségének leirdsat, a tér
mindenki altal hasonldan értelmezhet6 fogalomrendszerének létrejottét.

2. Irany és tavolsag
A dimenzi6 fogalmanak kialakuldsahoz az irany és a tavolsag fogalma nélkildzhetetlen.

A kisebb tavolsagok meghatarozasai kezdetben a test méreteihez kotédtek — hivelyk, lab, stb.
—, a nagyobb tavolsdgok pedig eredetileg is a mozgashoz — és ezzel egyidejiilleg — az id6hoz
kapcsolodtak, ezt bizonyitjadk példaul a kovetkez6 nyelvi kifejezések: ,,par lepésnyire”,
»Kétnapi jarasra”.

Az események iranyanak kommunikalasabdl alakult ki vegil a dimenzio fogalma, mert a
kornyezetbdl érkezd jelek iranyanak kozlését leegyszertisitette, ha egy viszonyitasi ponthoz
képest harom értéket — tavolsagot — adtak meg. Ebbdl alakult ki késébb a matematikai
koordinata fogalma is.

Igen sokféle dimenzio-fogalom létezik a matematikdban. A legismertebb, és — feltehetéen a
legrégibb — dimenzid-fogalom az euklideszi térhez kotédik, mely a valos térbeli
tapasztalatokbdl kristalyosodott ki.

! Elképzelésem szerint ehhez az altalanositashoz a geometrian keresztill vezet az (t, de ez alatt nem pontosan azt
az elgondolast értem, amit ma a szamok geometriai koncepcidjanak neveznek.
2 Tapintés Gtjan a sajat testiinket is harom iranyban kiterjedtnek érzékeljiik.
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Nem Kkivanom az 06sszes matematikai dimenzié-fogalmat attekinteni, csupan a
gondolatmenetemhez fontosat emlitem meg.

3. Hausdorff, vagy mas néven fraktal dimenzié

Ha az absztrakt matematikai definicio helyett . fizikai” kdzelségbe szeretnénk hozni a fraktal
dimenzidt, akkor els6 példaként az egész szammal kifejezhetd dimenzidju alakzatokat
tekintve, és harom kiilonb6z6 dimenzidra a szakaszt, a négyzetet és a kockat emlitve, a
kovetkez6képp jutok a dimenzié fogalméahoz:

1. A szakasz esetén legyen a nagyitas mértéke 2, azaz ny/n;=2. A szakasz mértékenek,
azaz hosszanak valtozasa L,/L,=2, igy:

L,
Ly B nq

_,

2. A négyzet eseten is legyen a nagyitas mértéke 2, azaz n,/n;=2. A négyzet mértékének,
azaz teriiletének valtozasa F./F1=2%=4, igy:

B _ (2)2 _4

F ny

3. A kocka esetén is legyen a nagyitas mértéke 2, azaz ny/n;=2. A kocka mértékének, azaz
térfogatanak valtozasa V./V,=2°=8, igy:

3
)
Vi ny

Jel6ljik D-vel a dimenzio-szamot. Mindharom fenti esetben egydimenziés valtozas — a
nagyitas — mértéket vetjuk 6ssze egy D dimenzidju sokasag mértékvaltozasaval; a hossz-
véaltozassal D=1 esetén, a teruletvaltozassal D=2 esetén, vagy a térfogatvaltozassal D=3-
nal. A fenti egyenletekben a D dimenzidszam a kitevOben jelenik meg. Ha a D-dimenzioju
mértéket Aaltaldnossagban V-vel jeloljik, akkor az egyenletekb6l a D dimenzié a
kovetkezoképpen adodik:

(1

Az emlitett esetekben a dimenzidszam egész szam, de a fenti dimenzidszamitas alapjan
tortszdmhoz is juthatunk. Az alabbiakban tobb sz6 esik majd az 6nhasonl6 alakzatokrol. Az
onhasonlosag azt jelenti, hogy az alakzat valamely kisebb (nagyobb) részének mintazata
végteleniil ismétlédik a nagyobb (kisebb) részében. Az alakzat ismétlodé részének d
dimenzioszamanal nagyobb a teljes alakzat D dimenzidszdma, de a mintazat ismétlédése nem
elegend6é ahhoz, hogy a teljes alakzat dimenzidszama eggyel nagyobb legyen, mint az elemi
minta dimenzidszama.

A nem egész szamu dimenzidval rendelkezé alakzatra az egyik legismertebb példa a Koch-
gdrbea. Ehhez ugy jutunk, hogy els6 1épésként az egység hosszusagu szakasznak a k6zEépsd
egyharmadara egy egyenl6szari haromszoget rajzolunk, majd ennek alapjat elhagyjuk.
Masodik lépésként az igy Kkeletkezett cakkos vonal minden egyenes szakaszaval
megismételjiik az elsd 1€pést. Végtelen 1épés utan a gorbe hossza végtelen lesz, hiszen minden
1épés utan a kapott gérbe hossza az el6z6 allapot hosszanak 4/3-szorosa, €s a kiindulasi érték
egy. Ugyanakkor véges térrészen marad a gorbe, azaz véges terlleten végtelen hosszisagu. A

¥ Lasd példaul a Wikipédiaban: http://hu.wikipedia.org/wiki/Koch-g%C3%B6rbe
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dimenzidszamanak szamitasakor az 6nhasonl6sag tulajdonsagat hasznéljuk ki. Azt mondjuk,
hogyha egy H halmaz M darab hasonld részbdl all, és ezek k-szoros kicsinyitései H-nak,
akkor a Kicsinyitett elemet egységnek tekintve V,/Vi=M és n,/n;=k, igy a Hausdorff
dimenzidja az alakzatnak a kovetkez6:

_logM

~ logk @
A Koch-gorbe eseten M=4 es k=3, igy
log4
log3 1,26

A természetben barmerre nézink, talalunk példat a fraktalokra, ilyen a felh6k fodrozodasa, a
partvonalak csipkézettsége, a hopelyhek alakja.

4.  Folytonos geometria tért dimenziokkal

Neumann nevéhez flizédik annak a folytonos geometrianak a felfedezése, amelyben a
dimenzidk 0 és 1 kdzott barmely tort értéket felvehetnek. Neumann azt az 6Gtletet terjeszti ki a
dimenziokra, melyet Haar hasznalt - egy transzformaciora invarians - altalanos
mértékfogalom bevezetésekor. A dimenzié tekintetében a lineéris izometria az invarians
transzformacio.

5. Tort dimenziok — egy kicsit méskepp

A 3. pontban szereplé moddszert fogom hasznalni az egynél kisebb dimenzié bemutatasara,
meg sem kdzelitve Neumann toértdimenzidk bevezetésenek absztrakcios szintjét.

A 3. pont példjaban a nagyitas mértékvaltozasa egydimenzids mértékvaltozast jelent, és
ehhez hasonlitottuk a vele jar6 tobbdimenzids alakzatok altalanos értelemben vett
térfogatvaltozasat. Tegyik fel azonban, hogy az n-dimenziét vélasztjuk egységdimenzionak,
és az n-dimenzids térfogatvaltozashoz viszonyitom az alakzat egydimenzids mertékének —
mondjuk az atmér6jének, vagy szabalyos kocka estén az egyik élhosszanak — a véltozasat.
Ekkor, ha az n dimenzids kocka térfogata V,/V; ardnyban valtozott, akkor a kocka | élének

valtozasa ennek n-edik gyoke, azaz:
lz _ n Vz
l1 Bl Vl

Ebbdl

(3)

Igy az n-dimenzids kocka dimenziojat egység dimenzionak tekintve, és tudva, hogy a kocka
éleib6l n darabnak az egymasba nem nyuld alterei kifeszitik a kocka terét, ekkor bizony
mondhatom, hogy az élek 1/n dimenzidsak. E gondolatmenetnek megfeleléen a fenti (3)
egyenletben szerepl6 1/n is dimenzidt jelent.

Haromdimenzios teriink esetén is mondhatjuk, hogy etalonnak, egységdimenzidnak valasztjuk
egy tetszéleges test dimenzioszamat. Ekkor példaul egy kocka egydimenzids, az élei pedig
1/3 dimenzidosak. A benniinket koriilvevd testek, részecske-jellegii objektumok mind 3
dimenzidsak, tehat teljesen kézenfekvé a dimenzid egységéiil e testek dimenzi6szamat venni.

3/9



Mit jelent ekkor a térbeli tajékozddasunkat segité 3 irdny? Talan a tapasztalat mindenkit
becsapva segit a 3 dimenzios latvannyal egy bonyolult rendezettségii, de valojaban 3-nél
kevesebb dimenziészamu sokasagban tajékozodni? Hasonldéan a hologramhoz, melynél
kétdimenzios képet érzékelek haromdimenzidsnak? Olyasforma lehet ez, amint a Iényegében
egydimenziés fénysugar bonyolultsaganak, elektromagneses jellegének érzékelésére
szilkséges a harom dimenzié. Az Univerzumunk négydimenzids jellegét is az egyetlen
dimenzi6ban zajlé események fazisterének gondolhatjuk.® Tobbszér megfogalmaztam mar,
hogy tér- és idéfogalmaink az események rendezési elvét jelentik, tehat szigortian véve puszta
informaciok. Mondhatom azt, hogy a legtipikusabb példai a tiszta informécidnak.
Termeészetesen az is lehetséges, hogy a dimenzio fent idézett matematikai megkozelitése nem
adekvat a valdsaggal, és igy helytelen kdvetkeztetésekre jutunk altaluk.

6. A meérték és az Aaltaldnos dimenziéfogalom 0Osszefliggesei, és
kontinuitasuk kérdése

A 2. pontban méar emlitettem, hogy a dimenzié fogalmanak kialakulasdhoz nélkilézhetetlen a
mértek fogalma, bar az emlitett szakaszban csak egy konkrét mértékre hivatkoztam; a
tavolsagra. A kapcsolat sokkal szorosabb, mint amire ott céloztam, mind a mérték, mind a
dimenzioszam az alakzatok Kiterjedéseit jellemzi: az elébbi az elfoglalt térrész méretére
vonatkozik, az utobbi — pontatlanul fogalmazva — az alakzat kiterjedési iranyainak a szama,
nevezzlk ,,irdnyszamnak”.

Vegylk észre, hogy a dimenzidszamot szarmaztatd (1) és (3) egyenletekben a D
dimenzioszam mértékek 06sszehasonlitasanak eredménye: két érték logaritmusanak a
hanyadosat jelenti: az 0szt6 az egységul valasztott dimenzidban az alakzat méretvaltozasanak
a logaritmusa, az osztanddé pedig a D dimenzidoszammal rendelkezé alakzat kérdéses
dimenzidbeli mértékvaltozasanak logaritmusa.

Mind a mértékszamitas mind a dimenziészamitas additiv® miivelet, és relativ szamitést jelent
— normalést végzink — azaz egy egységul vélasztott alakzat mértékét mérjik fel —
szabatosabban a mértékre illetve a dimenzidszdmra invarians transzforméciéval rdmozgatjuk
— a mérendd alakzatra.®

A Haar-féle altalanos mértékfogalom a mértéket hatarértékként definialja, igy azzal a
feltételezéssel él, hogy létezik tetszélegesen kicsiny mértékkel rendelkezé alakzat. Neumann
ugyanezt a modszert a dimenziokra alkalmazva jut el a folytonos geometridkhoz, tehat a
dimenziokra is feltételezi, hogy 1étezik tetsz6legesen kicsiny dimenzioval rendelkezé alakzat.
A Kicsinyseget itt a valos szdmokon bell értjik, tehdt a CH-nak egy, az intenziv végtelenre
megfogalmazott fajtajat hasznaljuk: nincsenek olyan infinitezimalisak, melyek 1/n-nél
kisebbek minden n-re, de nagyobbak 0-nal. A dimenziészam relativ volta miatt az egységul
valasztott dimenzioszam barmilyen alakzat dimenzidja lehet egy linearis vektortérben, igy
valaszthatjuk a klasszikus értelemben vett egydimenzids szakasz dimenzidjat is egységnek.
Felmeril a kerdes, hogy ekkor melyek azok a ponthalmazok, melyek dimenzidja egynél

* Erdemes lenne dsszevetni ezeket a gondolatokat Renate Loll véleményével az egyetlen dimenziorél.

® Az additivitas csak az egymasba nem nyul6 alakzatokra igaz.

® Altaldban Ggy gondoljuk, hogy az egységiil vélasztott alakzat dimenziészamanak meg kell egyeznie a mért
alakzatéval. Elvileg azonban nincs sziikség erre a kikotésre, hiszen nagyobb dimenziészamnal egy végtelen
darabolas hatarértékeként eljuthatok az egységiil valasztott alakzattdl egy ndalanal kisebb dimenzioju
mérbeszkozhoz, kisebb dimenzidszamnal pedig végtelen sokszor dsszeadva — integrédlva — kaphatok egy, az
valamilyen mddon egy alakzat mértékének kiszamitasakor alkalmazott hataratmenetek szamanak fuggvénye. igy
valéban jogos az (1) illetve (3) egyenletek sugallata, hogy a dimenzi6 a mértékbdl szamithato.
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kisebb? J6 példa erre a Cantor-halmaz’, amely gy hozhatd létre a valés szamok halmazabdl,
hogy a zart [0,1] intervallumbol elhagyjuk a kdzepét, a nyilt (1/3,2/3) intervallumot, majd
ugyanezt tesszilk a megmaradt két szdmintervallummal, és folytatjuk tovabb a végtelenségig.
Cantor-halmaz dimenzidjat a (2) formula segitségével szamithatjuk. Az n-edik Iépésben 2"
darab 1/3" hosszlsagu intervallum marad, igy
n
D log2™ log2

= = = 0,631
log3® log3

Ez a Cantor-halmaz nagyon érdekes tulajdonsagokkal bir: mikdzben a klasszikus mértéke —
Lebesgue-mértéke — 0, ugyanakkor kontinuum szamossagu, szamhalmazként pedig totalisan
osszefliggéstelen perfekt kompakt metrikus teret alkot.®

Sajnos a Haar-féle merték és a Neumann altal bevezetett dimenzid-fogalom nem alkalmazhat6
a kételemli szdmokra. Pontosabban csak az egyik kételemii szamsik esetében hasznalhato,
mégpedig a komplex szamokra, mivel ezek modellezik a CH-nak azt a verzigjat, ami szerint
nincsenek végtelenll kicsi/nagy mennyiségek a megszamlalhatéan sok és a kontinuum
szamossag kozott.

7. A kételemii szamok dimenzidja, és ami mdgotte van

A kételemii szamok kétdimenziésak a dimenzionak abban a leggyakrabban hasznalt
értelmében, hogy egy pont megadasdhoz hany fiiggetlen adatra van sziikségem. Az
imaginarius elem végtelen ,jelentése” miatt ugyanakkor a szamsikot szamegyenesként is
elgondolhatjuk, hiszen példaul a hiperbolikus szamsik esetén k a ...999 szamot jeldli, mely a
természetes szdmok utén irhatd egy kepzeletbeli sz&megyenesen, es annyiban kilénbozik a
természetes szamoktol, hogy mindegyikiknél nagyobb, de ,elérhetetlen” a természetes
szamok létrehozdsdnak modszerével, azzal, hogy mindig hozzaadunk egyet az el6z6
szémhoz.® Egyszersmind a hiperbolikus szamokkal modellezhetd a téridd, ha a teret egy
dimenzidra szlikitem. Hany dimenzidsak hat a kételemii szamok; egy, kettd vagy még tobb?
Pontosabban milyen dimenziéfogalmat hasznéljak rajuk?

Els6 megkozelitésben az egyes szamsikok bonyolultsdgdbdl indulok ki. A legegyszertibb

cre

idedlt tartalmaz. A szamok abszolut értékét — 3/x2 + y2-t — tavolsagnak tekintve egy adott
szamponttdl tetszdlegesen kicsi tavolsagra 1évé pontok koordinatdi szintén tetszélegesen
kozeliek az adott szampont megfelel6 koordinatajahoz. A parabolikus szamsik tartalmaz egy
darab nem trivialis ideélt, az y tengelyt. Igy itt a szamok abszolut értékeként definialt |x | -et
tavolsagnak tekintve egy adott szamponttdl tetszélegesen kicsi tavolsagra 1évé pontok egyik
koordinataja, az y tetsz6legesen tavol lehet az adott szampont megfelelé koordinatajatol. A

" Lasd példaul a Wikipédiaban: http://hu.wikipedia.org/wiki/Cantor-halmaz

8 A val6s szamok részhalmazaként megérokli a valésok metrikajat, amely metrika a Cantor-halmazon is, igy
metrikus tér. Kompakt, mert zart és korlatos, perfekt, mert minden pontja torlodasi pont, és végil teljesen
Osszefliggéstelen, mert nincs nem trivialisan Osszefiiggé részhalmaza. Els6 talalgatasra azt gondoltam volna,
hogy az emlitett esetben az egynél kisebb dimenziéji halmaznak kontinuumnal kisebb a szdmossaga. A Cantor-
halmaz is — a kételemii szamsikokhoz hasonléan — azt példazza, hogy ugyanazon szamossag mellett igen eltérd
bonyolultsagt halmazokat kaphatok.

° Ezt a tulajdonsagot fogalmaztam meg egy korabbi cikkemben Ggy, hogy az imaginarius elem a projektiv
geometria ideélis pontjadhoz hasonléan a ,végtelen nagy” tulajdonsag helyett nem mennyiségileg, hanem
mindségileg van megkiilonbdztetve a valds szamoktdl azéltal, hogy dimenzidjaban kiilonbdzik tdliik. Lasd; ,,Az
uj végtelenrol” cimi cikket:
http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/162-az-%C3%BAj-v%C3%A9gtelenr%C5%91l.html
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hiperbolikus szamsik két nem trivialis idedlt tartalmaz; az x=y és az x=-y tulajdonsagu

szamok egyenesét. A hiperbolikus szamok abszoldt értékeként definialt — 3/x2 — y2-t —
tavolsagnak tekintve egy adott szamponttol tetszélegesen kicsi tavolsagra 1évé pontok
mindkét koordinataja tetsz6legesen tavol lehet az adott szampont megfeleld koordinatajatél. ™

Masképp megfogalmazva a komplex szadmsikon az egymastél nulla tavolsagra 1évo
szdmpontok azonosak, a parabolikus szamsikon egy adott szamtdél nulla tavolsagra 1évé
pontok halmaza egy egyenesen helyezkedik el, a hiperbolikus szamsikon egy adott szamtdl
nulla tavolsagra 1évo pontok két egymast metszd egyenesre illeszkednek és az egyenesek altal
hatarolt sik-negyedek koziil ketté szamainak az adott szamtdl mért tavolsagnegyzete negativ,
a masik két sik-negyedé pozitiv. Mdsmodon azt mondhatjuk, hogy a komplex szdmsikon két
kiilonbozé szam tavolsaga csak pozitiv lehet, a parabolikus szdmsikon a pozitiv értékeken
Kivul j tobbszorosei is lehetnek a tavolsagok, a hiperbolikus szdmsikon pedig a pozitiv valés,
a J-tobbszorés mellett i tobbszordsei is el6fordulhatnak a szamsikon definialt mérték
értékeként. (Egyelére a “mérték” csak idézdjelesen értendd, hiszen nincs definialva olyan
mértek, mely nem valds szam, hanem tiszta keépzetes szam, azaz képzetes merték.) Nem
szabad elfelejteni, hogy a hiperbolikus szamok modellezik a térid6t, mégpedig az X tengely az
idotengely megfeleldje, az y a tér képe, tehat a vald vilagunkban az Ugynevezett fénykapbeli
események az elsd siknegyedhez tartoznak, melynek kdzépvonala az x tengely. Ezeknek a
pontoknak az origotdl szamitott tavolsagnégyzete pozitiv, mig az y tengelyt tartalmazé
siknegyed, mely a valdsagban a térbeli dimenzid megfeleldje, negativ tavolsagnégyzetii
pontokat tartalmaz. A szamsikokon a szdmok polarkoordinatas alakjai nagyon szemléletesen
érzékeltetik ezeket a tulajdonsagokat. A polarkoordinatdk legvaltozatosabb érték-tipusai a
hiperbolikus szdmsikon talalhatoak, ezeket részleteiben meg lehet tekinteni a ,,Kételemii
szamok tulajdonsagainak osszehasonlitasa™*! cimii cikkhez mellékelt dokumentum 4-5.
oldalan. Az alabbi abra azt mutatja meg, hogy az egyes siknyolcadok szdmai mikepp
eredeztethetoek egy elsé siknyolcadbeli szambol (a polarkoordinatak kék szinnel):

ip,~(t+in/2) y ip,(t—in/2)
yxk | yaxk
x+yk 3 2 x+yk
BT EI 4 1 Pt
: x
5 8
x-yk x-yk
p(t-im) ¢ 7 Pt
™,
-y-xk -y+xk
ip,(t-in3/2) ip,—(t+in3/2)

A fent emlitett cikkben is szerepel a polarkoordinatads formanak egy, a klasszikustol eltérd
alakja:

10 A hiperbolikus szamok térid4 megfeleltetése alapjan ez azt jelenti, hogy az eseménytdl nulla
tavolsagnégyzetre lehetnek olyan pontok, melyek térbeli és idébeli koordinataja tetszéleges mértékben
kulénbozhet az adott esemény koordinatajatol. Ezek azok a térid6pontok, melyek az adott eseményhez képest
minimum fénysebességgel rendelkeznek.

" hitp://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/15-k%C3%A9telem%C5%B1-s2%C3%Almok-alap-
tulajdons%C3%Algainak-%C3%B6sszehasonl%C3%ADt%C3%Alsa.html
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Z=x(1+8%) 4)

ahol & =i, j, k aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szdmrdl van szo, és

%— nal pedig tge-ként szamolok a komplex szamoknal, a hiperbolikus szamoknal pedig tht-

ként.*?

Mig a Klasszikus  polarkoordinatds alakbol a  hiperbolikus  szdmsikon  —

z = /x? — y2(cosht + ksinh 1) — az vezethet6 le, hogy az y tengelyt tartalmazo siknegyed,
mely a valosagban a térbeli dimenzidé megfeleldje (a fenti abran a 2, 3, 6, 7 siknyolcadok)
szdmainak abszolutértéke i-tdbbszoros, azaz olyan szam, melynek a negyzete negativ, addig
a (4) alakban az abszolutértéknek tekintheté szam a zarojelen kivili x koordinata, es ez az
abszolutérték az emlitett siknegyedekben valos (vagy k-szoros) szdm. Az argumentumok
alakulasa a fenti abran lathatd kek szinnel, és mind a klasszikus polarkoordinatas alakban,
mind a (4) alakban megegyezik az 4bran jelzettekkel.*®

Erdekes tehat, hogy a hiperbolikus szamsikon az argumentum, mely a szamok kétdimenzios
jellegét tlkrozi, mindkét polarkoordindtds alakban a képzetes tengelyt tartalmazo
siknyolcadokra egyfajta képzetes elforgatast mutat teljesen azonos modon, mégpedig nem
hiperbolikus szdmsikbeli forgatést. Ennek a képzetes forgatasnak a hiperbolikus szdmsikon az
X=y vagy az x=-y egyenesekre valo tikrozés felel meg. A sikbeli tikrozésnek a térben
valéban egy 180%s (vagy n-szeres) elforgatéas felel meg. Ehhez hasonléan gondolhaté el a
kepzetes forgatas is, azzal a kulénbséggel, hogy itt az elforgatas mértéke —in/2, mintha
ezek a siknyolcadok — képzetesen — kifordulnanak a hiperbolikus szamsikbol.

8. A Kkételemii szamok és a projektiv geometria

A 7. pont els6 bekezdésében szerepel a kételemii szamok végtelen tavoli pontokkal
Kiegészitett szamegyenesként val6 értelmezése. Ehhez a gondolathoz Ggy is eljuthatunk, ha
homogén koordinataként értelmezzik a kételemii szamok ,,koordinatait”. Csak a parabolikus
szamsik modellje hozhatd Osszefiiggésbe a projektiv geometriaval, hiszen ez az a modell,
amelynek képzetes eleme ugy tekinthetd, hogy egyetlen végteleniil nagy mennyiség létezik a
megszamlalhatdan sok és a kontinuum szdmossag kozott, magyaran egyetlen vegtelen tavoli
elemet illesztettiink a szamegyenes tetszblegesen nagy szamai utan.* gy a valés szémtest
feletti egydimenzids euklideszi térbeli (szam)egyenes projektiv bovitéseként gondolhatunk a
parabolikus szamsikra. Ha a (szam)egyenesen egy kozonséges (szam)pont Descartes-féle
koordinataja (x), akkor homogén koordinatdja az illesztett homogén koordinatarendszerben
[x,1]. A kozbnséges szampont [X1,X,] homogén koordinatajara x;:X,=x:1, azaz Xx=X1/X, ha
X27#0. (Lasd az abrat alabb).

Azt kaptuk a homogén koordinatakra vald attérésnél, hogy szamegyenes Descartes-fele
koordinataju (x) (szam)pontjahoz a szdmsik x=xi/x, homogén koordinataval leirhatd elemét
rendeltem Xx,#0 esetén, ezek az elemek az origbn atmend egyenesek. A X,=0 homogen
koordinataju egyenes pedig szdmegyenes egyetlen végtelen tvoli pontjanak a megfelel6je.

12 A késébbiekben fontos lehet az a tulajdonsag, hogy itgp=thip és ktht=thkr, tehat a (4) egyenlet a kovetkezd
alakra hozhat6: z = x(1 + théw) ahol & =i, j, k aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus
szamrol van szd, az o pedig a szamsiknak megfelelé argumentumot jel6li.

3 Ezekbél az argumentumokbol vezethetd le a kiilonbozSképpen definialt abszolutértékek i- illetve k-szoros
volta. A levezetés részben megtalélhatd a ,,Kételemii szamok tulajdonsdgainak osszehasonlitasa” cimi cikkhez
mellékelt dokumentum 4-5. oldalan

A hiperbolikus szamsikon ilyen végtelen nagy elembdél végtelen sok van a szamegyenesen, a komplex szamsik
pedig annak a modellje, hogy egyetlen elem sincs a megszamlalhatan sok és a kontinuum szamossag kdzott,
azaz a jelenleg CH-ként ismert allitast modellezi.
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A parabolikus szamsik, mint projektiv szdmegyenes egy dimenzidsnak adédik.*

9. AKkételemii szamok és a térido 3+1 dimenzioja

A térid6 négyes-vektorat szoktdk agy értelmezni, hogy a térkoordinatdk keépzetes szamok:
(t, ix, iy, iz), igy a klasszikus vektor-hossz szamitas is visszaadja a Lorentz-invariast:

\/(ct)z —x?—y?—2z2

Az el6z6 pontban leirtakhoz hasonldoan gondolhatnank a negyes-vektor felirasara is ugy,
mintha az egy homogén koordinatarendszerbeli alak lenne, azaz egy 3-dimenzios euklideszi
tér projektiv bovitéseként kapndnk meg a 4 homogen koordinataval leirhatd homogén
koordinatarendszert. (Ha az euklideszi térben egy kdzdnséges pont koordinataja (x, Y, z),
akkor a homogén koordinatavektora [x; ,X2 X3 ,t] melyekre Xi:Xp:,X3:t=x:y:z:1. Forditva, ha
egy projektiv térbeli pont homogén koordinatai: [xi1 Xz X3,t], akkor t£0 esetén ez a
(xa/t xoft X3/t)  koordinatdja  kozonséges  pontnak  felel meg. A homogen
koordinatarendszerben egy pont akkor és csak akkor végtelen tavoli, ha a [X; ,X2 ,X3 ,t] pontra
t=0 igaz. A végtelen tavoli pontok igy [X1 ,X2 ,X3,0] homogen koordinataju pontok, melyek a
(X1 ,X2 ,X3) vektor egyenesének vegtelen tavoli pontjai.) Ez a megkdzelités azonban hibas
két okbdl is:

e A hiperbolikus szamsikon az iddnek megfeleld szamegyenest bovitettiik ki végtelen
elemekkel, és ezek jelentek meg térdimenzidként, igy 4 dimenzids kiterjesztésben is
az 1d6 végtelen kiterjesztésbol kell szarmaztatni a térdimenziokat, és nem forditva.

e A hiperbolikus szdmsik annak a modellje, hogy a tetszdlegesen nagy természetes
szamok utan végtelen sok végtelen nagy szam létezik, melyek Kisebbek a
kontinuum-soknal, igy nem alkalmazhaté e modellhez az a projektiv geometria,
amely az egyenesekhez egyetlen végtelen tavoli, azaz idealis pontot rendel.

A fentiekbdl mar levonhatd az a kovetkeztetés, hogy a hiperbolikus szamsik és a térido
négyesvektora kapcsolatdnak tovabbi feltarasdhoz szikseges lehet egy olyan projektiv
geometria, ahol az egyeneseket végtelen sok idedlis elemmel bovitjiik ki. Ehhez érdemes
kiindulni a hiperbolikus geometriabol, ahol egy egyenesre nem illeszked6 pontra két, az adott
egyenessel parhuzamos egyenes illeszkedik, és végtelenul sok, melyek metszik, valamint
vegtelenil sok, melyek nem metszik az adott egyenest:

15 Mér a polarkoordinatas alak (4)-es forméja is mutatja a homogén koordinéta szerinti értelmezés lehetéségét.
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Az 4dbrén az a és a b egyenesek az e egyenessel parhuzamos egyenesek. (A nyil csak azt jel6li,
hogy ezek az egyenesek tetszleges mértékben megkdzelitik az e egyenest, de nem metszik.)
A P pontbdl kiindul6 sugéarsor a és b egyenesek altal hatarolt sugarnyalabjai kozil a pirossal
rajzolt PM egyenest tartalmazd nyaldb egyenesei metszik az e egyenest, a kékkel rajzolt n
egyenest tartalmazo6 nyalab egyenesei nem metszik az e egyenest. A sugarsor tulajdonképpen
metszd €s nem metszO egyeneseket tartalmaz, hiszen a parhuzamos egyenesek is nem
metszdek.

Hasonlo6an a projektiv geometriahoz, itt is ki lehet majd indulni abbol, hogy a metsz6 és nem
metsz6 egyenesek egyseges kezelésére az egyenesekhez vegtelen tavoli pontokat, azaz ideélis
pontokat rendelek, igy minden sikbeli egyenes metszi egymast.

A hiperbolikus szamok, ¢és altaldban a kételemli szdmok kapcsolatat valamilyen projektiv
geometriaval a kés6bbiekben fogom részletesebben targyalni. Sok kerdés meg megfontolasra
var.

10. Konkluzio

Osszefoglalva elmondhatd, hogy nem vezetett a kivant eredményre a dimenzié fogalmanak
veégig gondolas, azaz valtozatlanul megoldatlan a 3+1 dimenzids térid6 vektorainak bijektiv
leképezése valamilyen szamterbe, holott a hiperbolikus szamok tokéletesen modellezik a
tériddt, ha a teret egy dimenziora sziikitem. A parabolikus szamok és a projektiv egyenes
kapcsolata azt a reményt kelti, hogy hasonlé maddszerrel a hiperbolikus szamok, és altalaban a
kételemii szamok is megfeleltethetéek valamilyen projektiv (szam)egyenesnek. Ez az irdny
annal is biztatobb, mivel a kételemli szamok és a végtelen nagy/kicsi mennyiségek kapcsolata
mér koréabban is kérvonalazédott.’® A projektiv egyenesekkel valé kapcsolatot azért tartom
fontosnak, mert innen — tovabb lépve a projektiv sikra és projektiv térre — otletet kaphatok
olyan szdmokra, melyek a haromféle kételemii szam bdvitései valamilyen 0j ,,szamtérré”,

% Lasd , A4 kételemii szamok és a végtelen” — hittp://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/34-a-
k%C3%A9telem%C5%B1-s2%C3%A1mok-%C3%A9s-a-v%C3%A9gtelen.html — valamint ,, Az idd, a tér és a
végtelen” -  http://www.infinitemath.hu/index.php/egyeb/item/88-az-id%C5%91-a-t%C3%A9r-%C3%A9s-a-
V%C3%A9gtelen.html — cimii cikkeket.
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