Széljegyzetek Andrei Khrennikov hiperbolikus
kvantummechanikajahoz

A kételemii szamok normdja, mint valdsziniiségi amplitudo

Amiota csak felfedeztem a kételemli szdmok csaladjat és szoros kapcsolatukat a mindségi
végtelennel és a téridovel, tervbe vettem?!, hogy végiggondolom, vajon a komplex szamok, mint
valdszinliségi amplitadok, helyettesithetdek-e a hiperbolikus és a parabolikus (dualis) szamokkal a
kvantummechanikdban, ¢és milyen koriilmények kozott kell az egyikiiket, vagy a masikukat
hasznalni.

Nagyon megoriiltem, amikor az interneten raakadtam Andrei Khrennikov cikkeire?, melyekben
bemutatja az altala hiperbolikus kvantummechanikanak nevezett elméletet, melyben a hiperbolikus
de érdemes foglalkozni az elképzelésével, mert szerintem helyes altalanositasat adja a
valdszinliségek szamitasanak, és a kételemii szdmok felhasznalasanak.

1. Andrei Khrennikov hiperbolikus kvantummechanikaja

Nézziik, miképp jut el Andrei Khrennikov a hiperbolikus kvantummechanikajahoz. Nem fogom
pontosan kovetni a szerzd jeldléseit és matematikai levezetéseit?, mert egy fontos kovetkeztetés
szemléletes megjelenését jobban segiti az altalam valasztott leirdas. A két leirds matematikailag
egyenértékil.

Egymast kizard eseményekre a valoszintiségek klasszikus 0sszegzési szabalya a makrovilagban a
kovetkezo:

P=P +P, (1)

Ahol P, P1, P> pozitiv valés szamok. (A normalas kérdése nem tal fontos jelen targyalasom
szempontjabol, de mindig feltételezem, hogy 1-re normaltak a valdszintiségek, ami (1) esetén azt
jelenti, hogy P=1.)

Az (1) Osszefiiggéssel szemben a kvantumfizikdban az elemi részecskéknél a valoszinliségeik
Osszegzésére — a kétrés-kisérlettel szemléltethetd interferencidra — az aldbbi torvényszerliség
mukodik a kisérletek alapjan:

|P|? = |P1|? + |P,|? + 2|Py||P2| cos © (2)

Ahol P, P1, P, komplex szamok, || az abszolutértéket jeloli, és © a P1, és P2 komplex
szamvektorok altal bezart szog.

Megjegyzések:

Lathatd, hogy miben tértem el a klasszikusnak mondhato, és Khrennikov altal is
hasznalt interferencia-leirastol; nem amplitidora, hanem intenzitasra irtam fel a képletet

! Lasd ,,4 kvantumelmélet matematikdjarél 11 cimii cikket; http://www.infinitemath.hu/index.php/egyeb/item/72-a-
kvantumelm%C3%A9let-matematik%C3%A1j%C3%A1r%C3%B3l-ii.html

2 Lasd példaul: http://arxiv.org/abs/quant-ph/0101002

3 Lasd példaul: http://arxiv.org/pdf/1311.6461.pdf

4 Lasd a ,,Hyperbolic quantum mechanics ” cimii cikkét: http://arxiv.org/pdf/quant-ph/0101002v1.pdf
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a (2) osszefiiggésben.

Nagyon fontos latni azt, hogy az (1) Osszefiiggés itt is igaz, csak a P, P1, P> komplex
szamokra értelmezve. A klasszikus valoszinliség azonban, — és ez az, ami mérhetd —, a
(2) Osszefliggés alapjan szadmithatd, azaz komplex abszolutérték-négyzettel egyenld. A
normalast itt ugy kell érteni, hogy | P | 2=1,

Egy linearizacid utan a (2)-bdl a kovetkezot kapjuk:
) 2
[PI? = |IP1] + e™|P| 3)
(Itt a négyzetgyokvonast azért nem érdemes végrehajtani, mert egyeldre csak az abszolutérték-

négyzetnek van fizikai jelentése szamunkra.®)

A fenti (3) egyenletben i a komplex képzetes egység, azaz i>=—1. A (2)-bél a (3) egyenlethez ugy
jutunk, hogy felhasznalunk két ismert egyenléséget: e?® = cos © + isin 0, cos?0 + sin?@ =1, az
abszolutérték pedig a komplex szamok kérében |z| = |x + iy| = /x2 + y2.5
Andrei Khrennikov oly médon altalanositotta a fentieket, hogy nem egy komplex Hilbert térbol
indult ki, hanem egy hiperbolikus Hilbert térbsl.” Ekkor a valdsziniiségek dsszegzésének modja,
azaz a hiperbolikus interferencia leirasa a kovetkezo:

|P|? = |Py|? + |P,|? + 2|P1||P,| cosh © (4)
Ahol P, Py, P2 hiperbolikus szamok és © a Pi, és P2 hiperbolikus szamvektorok altal bezart
hiperbolikus szog.

Megjegyzés:

Megismétlem, hogy az (1) Osszefliggés itt is igaz, csak a P, P1, P2 hiperbolikus szamokra
értelmezve, €s ebbdl vezethetd le a (4) Osszefiiggés, ahol mar a valdés szamok korében
szamolhatunk.

A (4)-bél linearizacio utan adodik a formula:
2
IPI2 = |IP1] + %P, | (5)

A fenti egyenletben k a hiperbolikus képzetes egység, azaz k?=1. Az (4)-bél az (5) abbol
kovetkezik, hogy a hiperbolikus fiiggvényekre e*¥® = cosh © + ksinh ©, cosh?® — sinh?@ = 1, a
norma, pedig |z| = |x + ky| = /x2 —y2.® Szandékosan hasznaltam a norma® kifejezést az
abszolutérték helyett, mivel itt ez nem mindig pozitiv valos szam, és a haromszog-egyenl6tlenségre

> A mai napig vitatott, hogy a komplex amplitidé 6nmagéban is fizikai jelentéssel bir-e, vagy csak segédeszkoz az
abszolutértek-négyzet kiszamitasara. Ugyanis csak az utdbbit tudjuk jelenleg mérni, azaz ellendrizni.
Kvantummechanikailag minden olyan allapotot, amelyet egy részecske felvehet, komplex szamokkal, mint sulyokkal
fiiggvénye, és a részecske hullamfiiggvényének nevezik. A | " | 2 pedig a részecske megtaldlasi valoszinliség-siirlisége.
A kérdeést ugy teszik fel, hogy vajon a részecske mindig egyetlen adott allapotban — példaul adott helyen és idében —
1étezik, ahogy a mérésnél tapasztaljuk, vagy a mérések kozott az 6sszes lehetséges allapotot felveszi, azaz példaul tobb
helyen van egyszerre. Szerintem a kérdés-feltevés pontatlan, ezért nincs még egyértelmii valasz. De err6l majd maskor.
 Bar nem tartozik szorosan a téméhoz, de fontos megjegyezni a (3) képlettel kapcsolatban, hogyha az egységnyi
abszolutértékii e*® komplex szammal szorzunk, akkor az abszolutérték nem véltozik. Ez lényeges a hullamtanban, mert
igy egy hullamfiiggvény és annak e'®-szerese fizikai szempontbol egyenértékii. Ebbol kovetkezik a kvantummechanika
mérték-invariancia elve.

" Ennek részleteit 1lasd Khrennikov ,,Hyperbolic quantum mechanics” cimii cikkében: http:/arxiv.org/pdf/quant-
ph/0101002v1.pdf

8 Itt is igaz, hogy az egységnyi hiperbolikus normajui e*®-val szorozva a norma értéke nem valtozik.

® Tulajdonképpen normanak sem nevezhetném a szakirodalomban elterjedt definiciok alapjan, de egyéb tulajdonsagai
miatt mégis annak nevezem, mert nem akartam 0] elnevezéssel ellatni.

2/10


http://arxiv.org/pdf/quant-ph/0101002v1.pdf
http://arxiv.org/pdf/quant-ph/0101002v1.pdf

is mast mondhatunk (lasd a Melléklet 2.2 pontjat). Egyelére azokkal a megszoritasokkal
alkalmazhatjuk a fentieket, amelyek megegyeznek a Melléklet M9 képlete utan megfogalmazottal.

2. A mostohagyerek parabolikus szamok

Miel6tt szolnék a valdszinliségszamitas és ennek folyoméanyaként a hullamelmélet valosziniliségi
leirasaval kapcsolatos problémaimroél, és megjegyzéseimroél, feltétleniil meg kell emlitenem, hogy
Khrennikov targyalasa nem teljes. Korabbi cikkemben?® irtam arrél, hogy a kvadratikus formaval
ellatott egydimenzids térbdl generalt kétdimenzidos Clifford-algebrakat a kételemli szamok
szamsikjai reprezentaljak. Igy annak mintdjara, amint Khrennikov értelmezte a hiperbolikus
Hilbert teret, beszélhetiink parabolikus Hilbert-térr6l is. A valdszinliségek Osszegzése, azaz a
parabolikus interferencia leirasa a kovetkez6 szaballyal irhat¢ itt le:

|P|? = |Py|? + |P2]? + 2|P,||P,] cp © (6)

A fenti egyenletben P, P1, P, parabolikus'! szamok, ® a P1, és P, parabolikus szamvektorok altal
bezart parabolikus sz6g, €s cp a koszinusz fliggvény megfelel6je a parabolikus szamsikon.

Megjegyzés:

Megismétlem, hogy az (1) Osszefiiggés kezdettl fogva igaz itt is, csak a P, P1, P2
parabolikus szamokra értelmezve.

A (6)-bol kovetkezik:
2
P> = |P|? + |Py|* + 2Py |P,] = [|P1] + | P (7)
Itt a linearizaciora nem is volt sziikség, mivel a parabolikus koszinusz fiiggvényre cp 0 = 1.

A (7) egyenlet is felirhato olyan alakban, mely a parabolikus képzetes egységet is tartalmazza:
) 2
IPI2 = |IP1] + /[P, (8)

A fenti egyenletben j a parabolikus képzetes egység, azaz j>=0. A (7)-bél a (8) egyenldsége abbol
kovetkezik, hogy parabolikus fiiggvényekre e/® = cp® + jsp® = 1 + j©, a norma, pedig |z| =
|x +jy| =x. A norma negativ értékeket is felvehet, ezért a parabolikus szamok fizikai
hasznalatanal is megszoritdsokat kell alkalmazni, csak olyan parabolikus szdmokra szoritkozom
egyeldre, melyeknél a szam valos része nem negativ.'?

A (7) egyenletekbdl kiemelem a kovetkezot:

PI2 = ||| + 1P| )

Ehhez a (9) Osszefiiggéshez a (6), (7), (8) ,,bonyodalmai” nélkiil is eljuthattam volna, hiszen a
megjegyzésben emlitettek miatt mar a parabolikus 6sszegbdl képzett parabolikus abszolutérték-
négyzet a (9)-et eredményezi. A (6), (7), (8) dsszefliggéseket csak azért irtam le, hogy bemutassam;
ezek itt is igazak a komplex, és a hiperbolikus esethez hasonldan.

A (9) osszefiiggés utan kell megjegyeznem, hogy a fizikai jelentésén tal, miért is ragaszkodtam a
,hégyzetes-szabalybol” kiindulni a levezetések soran. Ha Khrennikov hivatkozott cikkében
hasznaltaknak megfeleld matematikat hasznalok, azaz intenzitasok helyett az amplitidokra irom fel

. . 2 .
az interferencia-képletet, akkor a (9) egyenlet helyett P = |/P; + \/P;| egyenlethez jutok, és bar

W14sd,, 4 geometriai algebraban rejtézkodd végtelen” cimii cikk 2.1 pontjat:
http://infinitemath.hu/index.php/matematika/item/199-a-geometriai-algebr%C3%A1ban-
rejt%C5%91zk%C3%B6d%C5%91-v%C3%A9gtelen.html

11 Parabolikus, vagy dualis szimok alapvetd tulajdonsagait lasd a Melléklet 1. pontjéban.

12 1tt is igaz, hogy az egységnyi parabolikus norméju e/®-val szorozva egy szamot, a norma értéke nem valtozik.
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azonnal nyilvanvalo. A Kklasszikus valésziniiségi osszegzést, az (1) egyenletet kaptuk itt meg, ha
a parabolikus szamokat azokra korlatozzuk, melyeknek valos eleme nem negativ. Ezekre ugyanis P,
P1 és P2 pozitiv valds szamok, igy a normajuk is az, tehat elhagyhatoak az abszolutérték-jelek a (9)
egyenletben, és P=1 is igaz, valamint egy — most mar elvégezheté — gyokvonas utan megkapjuk az
(1)-et.

gy elmondhato, ami — szerintem — a legfontosabb a fenti levezetésekben, hogy a parabolikus
valosziniiségi amplitadok oOsszegzési szabalyat alkalmazva a klasszikus valésziniiségi
szamitasokkal megegyezo oOsszefiiggéshez jutottam. Erdekesség, és nagyon elgondolkodtato,
hogy az (1) egyenletet parabolikus szamokra felirva nem kapjuk meg az azonossagot, de a
négyzetes szabalyt alkalmazva a parabolikus szamokra, és a miiveleteket elvégezve, visszakapjuk a
klasszikus valosziniiségi 0sszefiiggést valos szamokra.

3. Egy univerzalis valosziniiségszamitas és hullamelmélet korvonalai

A fentieket Osszegezve kozos leirasat adhatjuk a komplex, a parabolikus és a hiperbolikus
valoszinliségek Osszegzési szabalyanak. Egyelére nem tudom, hogy léteznek-e azok a fizikali
jelenségek, melyeket a hiperbolikus valoszintiségi amplitudokkal irhatok le. Azt viszont jol tudom,
hogy a komplex valosziniségi amplitidok sikeresen hasznalhatoak a kvantummechanikai
jelenségek leirdsaban, és a parabolikus valdszinliségi-amplitidok bevezetésével a kozonséges
valészinliségek szamitasait kaptuk vissza. (A kételemii szamok néhany fontos tulajdonsagat és
felhasznalasat a Melléklet 1. pontja tartalmazza.)

A fenti (3), (5), (8) képletekbdl a valésziniiségek dsszegzési szabalyanak globalis alapegyenlete a
kovetkezd:

2
|P|? = ||Py| + e®®|P,| (10)

Ahol P, P1, P2 komplex, parabolikus vagy hiperbolikus szam attdl fiiggden, hogy & a komplex,
parabolikus vagy hiperbolikus képzetes egység, azaz & = i, j, k melyekre i>=-1, j>=0, k?=1.

A mai elképzelések alapjan minden objektumnak van hulldmtermészete, igy a valdsziniliségekre
vonatkozd fenti globalis képlet alapjan a hulldmmechanikat is ki lehetne terjeszteni valamennyi
objektumra. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a haromféle valosziniiségi 0sszegzés egyenértékii;
egyik sem szarmazik a masikbol, de sejthetden ,azonos szarmazasuak”.* A kételemii szamok
tulajdonsagai — eltérései €s azonossdgai — mar sokat sejtetnek a hulldimmechanikai valdszintiségek
koz06s alapjarol, de egy eszkdz nagyon hidnyzik az alapok megismerésére; egy olyan szdmrendszer,
amelynek része mind a harom kételemii szdmsik. A geometriai algebra euklideszi térbdl generalt
Clifford algebrai ,,majdnem” megfeleléek erre, hiszen a kételemi szamok szamsikjai reprezentaljak
az egydimenzids, kvadratikus normaval ellatott térbdl generalt kétdimenzios Clifford-algebrakat.
Viszont az egynél tobb véges dimenzids tér altal generalt Clifford-algebrakkal nekem tobb
problémam is van, ezek egy részére mar tettem utalast™.

13 Lasd a Melléklet M6 képletét.

14 Andrei Khrennikov maés utat bejarva hasonld kovetkeztetésre. Lasd; Khrennikov, Classical and quantum spaces as
rough images of the fundamental prespace; http://arxiv.org/pdf/quant-ph/0306069v1.pdf

15 Lasd a ,,Problémdk a geometriai algebrdban” cimii irast;
http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/197-probl%C3%A9IM%C3%A1k-a-geometriai-
algebr%C3%Alban.html
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4. Tovabbi megjegyzések

Mivel a valoszinliségek Osszegzését a kételemll szdmok segitségével lehet szemléletesen leirni,
ezért érdemes ezeknek a szamrendszereknek a tulajdonsagai és egyéb felhasznalasi teriiletei
szempontjabol megvizsgalni a valdszintiségeket.

4.1 Valészintliségek osszegzése

A (2), (4) és (6) — koszinusz fliggvényt tartalmazd — négyzet-Osszegek nem masok, mint az
egyes szamsikokon a koszinusztétel (pontosabban a paralelogramma szabaly'®) megfeleldi. Ez
pontosan azt jelenti, hogy két lehetséges allapot valosziniiségeinek Gsszegzése szamvektorok
Osszeadasabol szarmazik, és az eredd-vektor nagysag-négyzetének kiszamitdsat jelenti. Ez
nemcsak két valosziniiség, ¢s igy két vektor, hanem akarhany 6sszegzése tekintetében is igaz:

IP|2 =Z|pi|2 +zZ|pi||Pj|cos(@i ~9,) = lei||Pj|COS(®i - 9;) (11
i

i<j Lj

Ahol COS a koszinusz fiiggvények megfeleldje az egyes szamsikokon.

4.2 Valoszintiségek és a haromszog-egyenlotlenség

Mivel a (2), (4) és (6) egyenletek vektorok Osszegzését szemléltetd haromszog-oldalak
hosszusagara felirt Osszefiiggések az egyes szamsikokon, ezért igaz rajuk az a haromszog-
egyenlétlenség, amelyet a Melléklet 2.2 pontja tartalmaz. fgy az egyes szamsikokon igazak a
kovetkezdek:

¢ Komplex szamsikon az egész szamsikra, ahol P, P1, P> komplex szamok:
|P| < |Py| + | P, (12)

e Parabolikus szamsikon a szamsiknak arra a felére, ahol P, P, P2 parabolikus szdmok
valos része nem negativ szam:

|P| = |P1] + | P, (13)

e Hiperbolikus szamsikon a szamsiknak arra a siknegyedére, melynél P, Pi, P2
hiperbolikus szamok valdés része nem negativ szam, ¢és a szamvektorok
meredekségének abszolutértéke kisebb, mint egy:

[Pl = |Py] + | P, (14)

A fentickbdl messzemend kovetkeztetések vonhatok le, de ezek targyalasat késObbre
halasztom. Annyit azért mar itt is érdemes megjegyezni, hogy a komplex valoszinliségi
amplitaidok a kvantummechanika, a parabolikusak pedig a kozonséges kornyezetiink
valdszinliségi szamitasaihoz kapcsoldodnak. Egyediil a hiperbolikus szdmokhoz kapcsolodo
valdsziniiségekkel nem talalkoztunk eddig a gyakorlatban, a (14) egyenlétlenség viszont sokat
elarul a hasznalhatosagukrol. Khrennikov els6 cikkeiben hiperbolikus kvantummechanikanak
nevezte ezt a matematikat, és elismerte, hogy felhasznalasi teriilete egyelOre ismeretlen.
Késobbi cikkeiben mar — véleményem szerint — jo helyen tapogatozik, a kvantumelmélet

16 A paralelogramma szabalyban a koszinusztételhez képest a koszinusz fiiggvényben szerepld szog az utdbbi kiegészitd
szbge, igy a fliggvényértek eldjele ellentétes a koszinusztételbélihez képest:

A koszinusztétel szerint: c?=a’+h?—2abcos(y)

A paralelogramma szabaly szerint ¢?=a?+b?+2abcos(y’)
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informacios jellege” érdekli, és a fizikan tili teriiletek felé fordul.” Bele-bele olvasgattam
ilyen iranyu cikkeibe, de ezeket nem tudom még kommentalni. Elsé megérzésem szerint nem
is annyira az a kérdés, hogy egy rendszer fizikai-e, vagy fizikan tali, hanem inkabb az adott
rendszer entrOpia-valtozasa a lényeges. Hozzateszem, hogy én az informéciot is fizikai
létezonek tartom, igy a hozza kapcsolodo valtozasokat is a fizikaiak koz¢ sorolom, még ha ez
nem is széles kortien elfogadott nézet. Ennek megfelelden én az entrépia-valtozastol fliggden
hasznalnék valamilyen valosziniiségi modellt, igy; komplex valdszinliségi amplitidédval
szamolnék ott, ahol az entropia ndvekszik a valtozas soran, hiperbolikussal, ha az entropia
csokken, és parabolikussal ott, ahol az id6beli folyamatok megfordithatoak.

Nagyon kivancsi vagyok, hogy mi az igazsag. Az viszont biztos, hogy — amint emlitettem —
sziikség lenne egy olyan matematikai modellre, ahol a haromféle kételemi szamot; a
komplexet, a parabolikusat és a hiperbolikusat egy szamrendszeren beliill tudnam
kezelni.

4.3 A valésziniiségek a kételemii szamok végtelen-osszefiiggéseinek tiikrében

A kételemil szamok képzetes részének végtelen-értelmezése és a valdszinliségszamitas kozotti
kapcsolatot is egyelére csak Otletszinten kozelitem meg. Ebb6l a szempontbdl a
valoszintiségekre vonatkozo (12), (13) és (14) egyenldtlenségek fontosak, és az a heurisztikus
megkozelités, amit korabbi cikkemben'® leirtam a képzetes rész, mint intenziv végtelen-
modell kapcsan. Ez a 0,999... szdm ¢és az 1,000... szam kozotti egyenldség/egyenldtlenségrol
sz01, és ezek egy-egy varidciojanak a kételemi szamok képzetes részével valé modellezésérol.
Ha a (12), (13) ¢és (14) egyenlbtlenségekben szerepld valoszinliségek normaltak; az
Osszegvaloszinlis€g abszolutértékére | P | =1, a lchetséges két alternativa valdsziniiségeire
pedig | P1 | <l, €s | P2 | <I, akkor konnyen Osszekapcsolhatd a valdszinliségek kozotti
haromszog egyenldtlenség egy adott allitasa a 0,999... szdm és az 1,000... szam kozotti
egyenldség/egyenldtlenség egyikével. (Példaul |P1 | =0,333... és |P1 | =0,666 esetén csak a
parabolikus esetben all fenn egyenldség az eredd valdszinliség abszolutértéke és a lehetséges
alternativak valdsziniliség-abszolutértékeinek dsszege kozott.)

4.4 A valosziniiségek a kételemii szamok térido-értelmezésének titkkrében

Emlitettem mar korabban'®, hogy az altalinos relativitaselmélet és a kvantummechanika
egyesitésének az az egyik — és lehet, hogy a legnagyobb — akadalya, hogy az altalanos
relativitdselmélet egy hattérfiiggetlen leiras, ami azt jelenti, hogy a tér és az id6 dinamikusan
valtozik az anyagtol fliggden, mig a kvantummechanika eseményei egy id6ben valtozatlan
geometriaju klasszikus téridd hatterén irodnak le. Itt meg kell jegyeznem, hogy mar az ,,anyag-
¢és igy gravitacié-mentes” specidlis relativitaselmélet sem a klasszikus newtoni teret €s 1d6t
fogalmazza meg. A hiperbolikus szamsik a specialis relativitaselméletbéli térido
geometriajanak topolégiajat abrazolja nagyon szemléletesen, ha a teret egy dimenziora
sziikitem. Ha ennek mintdjara mindegyik kételemii szamsikot, igy a komplex szamsikot is a
tér és az id6 egyfajta topologiai modelljének tekintem, akkor — rejtve a kvantummechanika
komplex valdsziniiségi amplitidoiban — valamiféle specialis (komplex) téridé-fiiggvényt

17 Lasd pl. Khrennikov; Quantum-like Probabilistic Models outside Physics; http://arxiv.org/pdf/physics/0702250.pdf
181L4asd ,, 4 geometriai algebraban rejtézkodd végtelen” cimii cikk 2. oldaldnak a k6zépso részét;
http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/199-a-geometriai-algebr%C3%Alban-
rejt%C5%91zk%C3%B6d%C5%91-v%C3%A9gtelen.html

1 Lasd ,, Az id6, a tér és a végtelen” cimii cikk 5.2 pontjanak 5. pontjat a 20. oldalon:
http://www.infinitemath.hu/index.php/egyeb/item/88-az-id%C5%91-a-t%C3%A9r-%C3%A9s-a-
v%C3%A9gtelen.html
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rendeliink a klasszikus térhez és id6hoz, mint hattérhez. Van-e¢ kapcsolat a valdszinliségek
komplex sikja, mint egyfajta fiktiv térid0 és a részecske mozgasanak valds tere és ideje
kozott? Oriilt kérdésnek hangzik, hiszen a fiktiv komplex téridé elemeinek hossznégyzetei
csak sulyozzak — azaz ,,mindsitik” — az igazi téridében torténtekrél szol6 tudasomat.?’ Miképp
mondhatnanak barmit is a mikrovilagban zajlo események ,,valodi” terérdl és idejérdl azok az
Osszefiiggések, melyek egy-egy részecske lehetséges allapotainak — példaul egy adott idében
valo helyének — valoszinliségérdl szolnak. Ha a valoszintiségek kozott van olyan 0sszefiiggeés,
mely teljesen fliggetlen egy adott részecskétdl és annak allapotaitol, akkor a fiktiv téridonek
ezek az Osszefiiggései magardl a valodi téridérdl kell, hogy mondjanak valamit. Es ilyen
kontextusok bizony vannak, hiszen épp ezek azok az Gsszefiiggések, melyekben eltérnek a
mikro- és a makrovilag valosziniiségi szabalyai, tehat az, hogy a valosziniiségek 0sszegzésénél
a kételemli szdmok mely fajtajat kell hasznalnom. Ennek a gondolatmenetnek megfelelden
szerintem a valdsziniiségi amplitudokat leird kételemii szamok sikjainak, mint egyfajta
téridének a jellemz6éi a valos téridé tulajdonsagait tiikrozik. Ennek megfelelden a
kvantummechanika klasszikus tér- és id6-hatterét éppugy helytelen hasznalni, amennyire
helytelen a newtoni térid6 a fénysebesség-kozeli mozgasok leirasara. Azt allitom ezzel, hogy
a tapasztalatbol szerzett valosziniiségi Osszegzési szabaly a kvantummechanikaban
alapvetéen a mikrovilag valés téridejének sajatossagait érzékelteti és a valosziniiségek
egyedi viselkedését csak attételesen tiikrozi. Azért nem igazan nyilvanvalé mindez, mivel a
komplex szamokndl a szamvektorok tobb tulajdonsiga (példaul abszolutértéke, vagy
folytonossagi definicioi) matematikailag azonosak az euklideszi vektorterekben definialtakkal.

A fentiek a specialis relativitdselméletnek a mikrovilagbéli megfeleldjérol szoltak egyelore, és
arrdl is csak sejtéseket fogalmaztak meg. Most mar harmadszor ismétlem meg ebben a kis
irasban, hogy oriasi sziikség volna a kételemii szamok kozos szamrendszerére. Szerintem csak
ez segithet a valosag adekvat és univerzalis — azaz a mikro- és makrovilag k6zos — leirasahoz.

Zarojeles megjegyzések:

A fentebb emlitett sejtésem szerint nem a méretek kozotti kiilonbség a Iényeges a
valoszinliségek 0Osszegzésénél, hanem az események sordn bekodvetkezd entropia-
valtozas. A kvantummechanikdban azért haszndlunk komplex szamokat az
amplitddoknal, mert az interferencia — €s vele egyiitt minden mérés — soran az entropia
novekszik, hiszen informaci6é semmisiil meg. Ezt fejezi ki a komplex amplitidokra felirt
(12) haromszog egyenldtlenség. A kételemii szamok kozotti valasztas entropia-fliggése
viszont ellentmondani latszik annak, amit a valdszinliségi amplitidok norméjanak térido-
leird jellegerdl irtam. Ez az ellentmondéas azonban feloldhato, ha minden téridére ugy
tekintek, mint az altalanos relativitaselmélet, azaz a téridé0 dinamikusan valtozik az
anyagatol fiiggdéen. A kvantumvildg anyagi eseményei soran olyan beavatkozasok —
interferencidk — kovetkeznek be, melyek informacio-torléssel, igy entropia-ndvekedéssel
jarnak. Ezért kell a komplex szamokat hasznalni az amplitidoknal a mikrovilaghan a
részecskék/hullamok egymast zavar6 téridejében.

0 Az ugynevezett ,,valodi” téridd sem mas, mint a vildg rendezettségérdl szerzett informdacidink Ssszessége, mely a
sajat mozgasi lehetdségeinket is tartalmazza. Ebben az értelemben a valoszinliségek altal leirtak sem masok, és csak az
informacié megbizhatosagaban van kiilonbség kozottiik.
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Melléklet

1. A kételemii szamok elemi tulajdonsagai

Egy z kételemii szdm, ha
_ _ y
z—x+8y—x(1+6x) (M1)

Ahol x és y valos szamok, & =i, j, k (i%=-1, j>=0, k?=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy
hiperbolikus szamrol van sz6. A komplex szamoknal %=tg(p, a hiperbolikus szamoknal pedig

% =tht bevezetésével a kovetkezdket kapom

z=x(1+itan¢) = go(cos @ + isin ) a komplex szamoknal (M2)
zZ=Xx (1 +j %) = o(cp @ +jspe) a parabolikus szamoknal (M3)
z =x(1+ ktanht) = o(cosh¢ + isinh @) ahiperbolikus szamoknal (M4)

Mindharom sikra egységesen felirhatd exponencialis alakkal:
z = ged? (M5)
A fentiekben mindharom szamsikra altalanosan igaz az, hogy
0=+/x2—8%y2 =z

z x + 8y | x + 8y IJE (M6)
_ —n %
Z

6p=Inz—Ilnp=In—-=

In————=1n
Q Jx?2 — 82y2 x — 8y

Ahol §, mint fent, azaz § =i, j, k (i°=-1, j?=0, k?=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy
hiperbolikus szamrol van sz0, és Z a z konjugaltjat jel6li, azaz mindharom szdmsikon

Z=x—08y ha z=x+4dy

A trigonometrikus €s a hiperbolikus fiiggvények nem szorulnak magyardzatra, de a parabolikus
fiiggvények definiciot érdemes megismételni; a parabolikus — vagy masképp dudlis — szamokon
értelmezett fliggvényekre cp [arg(z)] =1, sp [arg(z)] = y/x, ahol arg z = y/x.

2. Geometriai elemek a kételemii szamok sikjain

2.1 A szorzas képe
Mindharom szadmsikon a szdmok szorzasanal a normdk szorzddnak, az argumentumok
Osszeadddnak, és az egységvektorok szorzasa egy-egy fizikai mozgast ir le:

1.1 kormozgast a komplex szamoknal,

1.2 egyenes menti eltolast a parabolikus szdmoknal,

1.3 hiperbolikus forgatast — azaz Lorentz-forgatast — a hiperbolikus szamoknal.
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2.2 Az osszeadas képe

E szamok osszeadasanak sikbeli képe vektorok 0sszeadasa, tehat a paralelogramma-szabalyt koveti.
Az azonos elGjelli, valdos normaju kételemii szamokra felirhato haromszog-egyenl6tlenségeknek
érdekes az eltérése:

1 |z + 25| < |zq]| + |25] (M7)
a komplex szamoknal az egész szamsikon,

2. |21 + 75| = |z4| + | z5] (M8)
a parabolikus szamoknal a szamsik azon felén, melyekre a szam valds része nem
negativ,

3. lz1 + 75| = |z4| + |z,] (M9)

a hiperbolikus szamoknal a szamsik 1. sik-negyedében, tehat azokra a szamokra,
melyek valds része pozitiv, és nagyobb, mint az imagindrius egységelem valos
szorzoja.

3. A kételemii szamok és a geometriai algebra

A kételemii szamok a kvadratikus formaval ellatott egydimenzids térbdl generélt kétdimenzids
Clifford-algebrat reprezentaljak. Elmondhatjuk, hogy a geometriai algebra legegyszeriibb,
egydimenziés vektorok altal generalt fajtai egyaltalin nem szegényes szerkezetiiek, hanem

igen izgalmas alapstruktirat mutatnak a komplex, a parabolikus és a hiperbolikus szamok
formajaban.

4. Geometriak modellezése

Ha egy gomb sugarat R, gorbiiletét p-val jel6lom és az ardnyukra a kdvetkezd igaz:
1.

o~
I

N
~
Il
e Xl =®I®

3.

w
I

ahol i2=-1, j?=0, k?=1, akkor ezeken a gdémbokon leirt sikgeometria a hiperbolikus, az euklideszi és
a gombi sikgeometria modellje.

Természetesen ez egyeldre csak formai érdekesség, hiszen példaul a 2. esetben az R sugar, mint
kételemll szam nem értelmezhetd, a tobbi esetben pedig a sugar és a gorbiilet, mint képzetes szam
értelmes, de mint geometriai fogalom csak a kételemli szamok képzetes részének végtelen
értelmezésével kozelithetd meg.

Megjegyzem, hogy a Bolyai-geometriat formalisan egy komplex sugari gdmbon modellezték
eddig, itt pedig komplex gorbiiletli gdbmbot hasznaltam az analogiara. Az elliptikus és a hiperbolikus
esetben ez formalisan mindegy, de a parabolikus szamokndl az R, mint sugar nem értelmezhetd
kételemii szamként, amint utaltam rd, ezért indultam ki a gorbiiletekbdl. Az extenziv és intenziv
végtelenek dualitasdbol viszont az kovetkezik, hogy akar a sugarbol, akar a gorbiiletbdl valo
kiindulds ugyanarra az eredményre vezet.
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5. Halmazelméletek modellezése, és a végtelen, mint 1j mindség
megjelenitése

A kételemli szamok, mint végtelen-modellek a kontinuum-hipotézist nem tagadjak, hanem — a
geometriabéli parhuzamossagi axiomakhoz hasonléan — harom lehetséges valtozatat nyujtjak a
Cantor altal megfogalmazott ,,nincsenck kozbiilsé szamossagok™ féle allitasnak. A klasszikus
kontinuum hipotézis a komplex szamsik altal modellezhetd. A harom szamsik, mint végtelen-
modell egyikéhez sem tartozik hozza aktualis létezOként a 10" formaban felirhaté nagy szam
modellbéli megfelelje, ahol p a természetes szamok szamossagat jeloli. Aktualisan létezé, tehat a
szamsikon konkrét szamként megjelend végtelen-modell, azaz minden n természetes szamnal
nagyobb szdmnak a megfelel6je, mely ugyanakkor definicidja szerint 10%-nél kisebb végtelen: a
parabolikus szamsikon egyetlen 1étezik, a hiperbolikus szamsikon viszont végtelen sok van beldle.
A komplex szamsikon pedig nem létezik konkrét szamként megjelend, azaz aktudlisan 1étezd
végtelen nagy szam modellbéli megfeleldje.

Ilyen modon a haromféle szamsik, mint szam-modell megfeleltetheté a kontinuummal
kapcsolatos allitas egy-egy specialis megfogalmazasanak.

Azért nem nyilvanvalo a kételemii szamokban rejlé végtelen-modell, mert ezek a szamrendszerek a
végtelent nem mennyiségként, hanem mindségében ujként mutatjadk meg. Altaluk a végtelen
legfontosabb tulajdonsagat tudjuk dbrézolni; a végtelennek nem a mennyiségi, hanem a mindségi
oldalat. A végtelen, mint masféle minéség egy ij dimenzioként jelenik meg matematikailag a
fent emlitett szamrendszerekben.
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