Az ido, a tér és a végtelen

A térido uj nezopontbol
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Sokat irtam mar arrél, hogy mit tudok a cimbeli fogalmakrdl és kapcsolatukrol.
Most elsésorban azokra a teljesen (j 6sszefliggésekre szeretnék fokuszalni,
melyekkel a szakirodalomban még nem talalkoztam. Kil6nds aktualitast ad a
téménak az, hogy ez év elején a Scientific American egy kilonkiadasanak!
kizarolagos téméja az idé volt. Ami pedig itt kovetkezik, abban az id6 olyan
tulajdonsagarol lesz sz6, ami nem szerepel az el6bb emlitett magazinban sem.

SCIENTIFIGH
. AMERICAN

Ez az iras els6sorban csak matematikai vazat adja a végtelenek — és altala nagyon sok egyéb
fogalom — Gjfajta megkdzelitésének. Még nem torekedhettem arra, hogy a matematikai részek
korrekt definiciokbdl, axiomakbol, tételekbdl, bizonyitasokbol késziilt épitményként alljon
elé, mert ezek nagy része még kialakuloban van. Az 1Gj latvanyban még az allvanyzat az, ami
szembetiind, de mogdtte mar sejteni lehet a magasodo falakat.

1. Azidé-fogalom evollcidja

A tér és az 1d6 érzékelése, majd fogalmanak kialakuldsa lényeges modon eltér
egymastol. A térhez képest az id8 fogalma sokkal kés6bb alakult ki az evolicio soran.”
Az allatok és az ember érzékszervei a ter erzékelésére specializalodtak, mivel a
taplalékszerzés és a kiilsé veszély észlelése a térérzektdl fliggott. Az idd érzékelése
sokkal bonyolultabb, nem k&tddik konkrét érzékszervhez. Az idot ,,éljiik”, az id6 veliink
torténik. A mult és a jovo képzetének kialakulasa igen bonyolult informécié-feldolgoz6
rendszert feltételez. Az embereknél a beszélt majd az irott nyelvek megjelenése
hatalmasra tarta az emlékezés és a képzelet kapuit, és ezzel a mult és a jové, azaz
altaldban az id6 egyre pontosabb megismerését tette lehetdvé.

2.  Kiragadott részletek az idé-fogalom gazdag irodalmabal

Az id6 fogalmanak torténetét attekintve elkeriilhetetlen els6ként megemliteni
Augustinus, azaz Szent Agoston elmélkedéseit az idérél. Le voltam nytigdzve, amikor
elészor olvastam a Vallomasokban, hogyan képzeli el Augustinus az id6t, hiszen
korszertibbek, okosabbak az idérél szol6 meglatasai, mint a ma ¢l6 iskolazott emberek
tobbségének. Nem a sokat emlegetett gondolatait akarom idézni, hanem néhanyat,
melyek szintén korat megelézdek voltak:

,.Latom, hogy valami kiterjedés az idé. Latom-e, vagy csupén ugy latszik, hogy
igazan latom.””*

Ebben az allitdsban/kérdésben benne érzem az id6 egyedi dimenzioként valod
szemleletét.

., Ki tagadna, hogy a jo6vo még nincsen? A lélekben mégis ott van immar a jovore
valé varakozas. Es ki tagadnd, hogy a mult tébbé nincsen? A lélekben azonban
ott van még a mult emléke is.””*

L A Matter of TIME — It begins, it ends, it’s real, it’s an illusion. It’s the ultimate paradox. /Special collector’s
edition of Scientific American, Volume 21 Number 1,
http://www.sciamdigital.com/index.cfm?fa=Products.Viewlssue&ISSUEID CHAR=3D549496-237D-9F22-
E8FC406CC73CEDBS

2 Lasd még: A szabadsagrol és a szabad akaratrdl, http://www.infinitemath.hu/index.php/filozofia/item/75-a-
szabads%C3%A1gr%eC3%B31-%C3%A9s-a-szabad-akaratr%eC3%B3l.html

® Vallomasok, XI/XXI11/30

* Vallomasok, XI/XXVI111/37

3/21


http://www.sciamdigital.com/index.cfm?fa=Products.ViewIssue&ISSUEID_CHAR=3D549496-237D-9F22-E8FC406CC73CEDB8
http://www.sciamdigital.com/index.cfm?fa=Products.ViewIssue&ISSUEID_CHAR=3D549496-237D-9F22-E8FC406CC73CEDB8
http://www.infinitemath.hu/index.php/filozofia/item/75-a-szabads%C3%A1gr%C3%B3l-%C3%A9s-a-szabad-akaratr%C3%B3l.html
http://www.infinitemath.hu/index.php/filozofia/item/75-a-szabads%C3%A1gr%C3%B3l-%C3%A9s-a-szabad-akaratr%C3%B3l.html

Ebben a gondolatsorban azt latom, amit a potencialis és aktualis 1étezésrol irtam®, azaz a
mult esemeényei mar, a jové eseményei még csak potencialisan léteznek, de aktualisan
létezik a memoriankban egy emlékkép a maltrol, és a fantaziankban egy jovokép az
elkovetkezendokrol.

Forradalmi valtozast hozott a téridé kapcsolatanak feltérképezésében Einstein relativitas-
elmélete.  Einstein  specialis  relativitaselméletébdl, pontosabban a  Lorentz
transzformaciobdl kdvetkezik, hogy fénysebesség-kozeli sebességgel mozgo
koordinatarendszerben a mozgas irdnyaban a tér ,,megrovidil” a kiilsé megfigyel6
szamara, ugyanakkor a mozgd koordinatarendszerben idddilataciot tapasztal, azaz a
mozgd koordinatarendszerbeli idéintervallumok meghosszabbodnak a kiils6 megfigyel6
szamara. Szakszeritleniil fogalmazva egy kiils6 megfigyel0 szamara a fénysebességhez
kozeli sebességgel mozgo rendszerben a tér 6sszenyomddik a mozgasanak iranyaban, az
1d0 viszont meghosszabbodik. Olyan, mintha a térbeli veszteség idobeli nyereséggé
alakulna, tehat mintha a tér és az idé atalakulhatna egymasba. Ez természetesen
csak latszat®, de valés ebben a képben az idének a térhez hasonlé valamiféle
dimenzionalis jellege. A tér és az id6 nem alakul at egymasba, hanem a ,,térid6
latosz6ge” valtozik, amint vAaltozik két inerciarendszer egyméashoz viszonyitott
fénysebesség-kozeli sebessége. Ez kizarélag az inerciarendszerek vonatkozasaban
tapasztaltakra igaz, jelen cikkben nem foglalkozom az &ltalanos relativitaselméletettel,
és a specialis relativitaselméletet roviden csak relativitaselméletnek nevezem,

Szubjektiv véalogatasomban szeretnék néhany sz6t ejteni a Bergson-féle’ idéfogalomrdl
is. Bergson megkiilonbozteti a matematikai id6t — mely alkalmas az élettelen rendszerek
leirdséra — az €16, de els6sorban az ember altal tapasztalt id6t618, melyben az emlékezet,
és annak folytonos gyarapodasa okan a rendszer allapotaiban nincs ismétlddés, csak
folyamatos fejlodés:

,,valojaban a malt megmarad magatol, automatikusan. Kétségtelenul minden
pillanatban mindenestiil kévet benniinket.”®

,»A multnak e megmaradasabol folyik annak a lehetetlensége, hogy valamely
eszmélet kétszer menjen &t ugyanazon az allapoton.”*°

Ezzel Bergson tulajdonképpen az ,,idényil” verbalis megfogalmazasat adja. Abban
természetesen téved, hogy ez nincs meg az élettelen rendszereknél, hiszen azokban is
megmarad valamilyen szinten az el6z6 valtozasok nyoma, csak sokkal Kkisebb
mértékben, mint az embernél. S6t olyan kicsi mértékben, hogy altaldban alkalmazhat6
rajuk a matematika eddigi — a fejlédés™ leiraséra alkalmatlan — id8 és tér fogalma.
Fontos megjegyezni, hogy Bergson ,,idonyila” az informéacidval kapcsolatos entropia-

° http://www.infinitemath.hu/index.php/filozofia/item/10-aktu%C3%A1lis-%C3%A9s-potenci%C3%Allis-
1%C3%A9tez%C3%A9s.html
® E transzformécio latszat-jellegét sokan vitatjak, tobbek kozott a Fold gravitacios terébe érkezd igen nagy
sebességil kozmikus miionok bomlasidejének megnovekedését emlitve. Amint az egyik cikkemben mar kitértem
erre, ez azért hibas vélekedés, mert csak a milon hosszUsag-kontrakcidjaval egyiitt allja meg a helyét. A lényeg
az, hogy kiilsé szemlél6ként a targy képében tapasztalok valamit, amit a Lorentz transzforméacio ir le. A miion
példajaban csusztatast jelent az is, hogy itt nem inerciarendszerekrél van sz, hanem gyorsuld rendszerekrol.
Hasonléan rossz példak az o6rdk, melyek a Fold kiilonb6zé magassagaiban eltéré idét mérnek. Egyeldre nem
térek ki az altalanos relativitaselméletre, jelen cikkben csak a specidlis relativitaselméletre hivatkozom.
" Sok kritika érte mar Bergson elképzelését az id6rdl, és én sem értek egyet elgondolasainak egy részével, de
vannak j6, s6t nagyon jo meglatasai is.
® Ez hasonl6 gondolat ahhoz, amit az 1. pontban emlitettem: az idét ,,éljik”.
iOBergson, Teremto fejlodés, Elso fejezet (Dienes Valéria forditasa)

u.o.
' Helyesebb lenne a ,,fejlédés™ sz6 helyett ,entropia valtozassal jaré események” kifejezést hasznalni.
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fogalommal irhatd le: a teremtd fejlédés annak a ndvekedésnek a mintapéldaja, ami a
rendszerek bonyolultsagaban, informaciotartalmaban végbemegy.

A tér- és az id6fogalmainkkal kapcsolatos problémak a kvantumos méretek vildganak
feltérkepezesével, és a fénysebesseg-kozeli sebessegek megismerésével valtak
Iényegesse.

3. Atéridé abrazolasa a XX. szazadban
3.1. Einstein algebrai leirasa a téridorol

Az inerciarendszerek kozott a Lorentz-féle transzformacidval leirt tér- és iddkoordinatak
atszamitasaban a kovetkezd szorzdszam szerepel:

Ahol v a két rendszer egymashoz viszonyitott sebessege, és c a fenysebesség.

fgy ha egyetlen térkoordinatat és az idé koordinatat tekintjiik, akkor a v sebességgel
mozgo inerciarendszerben a koordinata-transzformacio a kovetkezo:

, x — vt
X = —
2 2
-z

(1)

_vx

tl — C2
2 Uz
1-=

C

Pontosabban:
x ——tc
x' =

2 172
1-=

Cc

(2)

ct ——x
ct' = -
2 %
-z

3.2. A téridé geometriai leirasa, hiperbolikus fliggvenyek alkalmazasa

Mélyebb elemzés helyett hivatkozom Taylor-Weeler Téridé-fizika'® cimii kényvére,
melyben nagyszertien levezetik a szerzok, és a geometridjat is jol szemléltetik a Lorentz

12| asd példaul:
http://books.google.hu/books?id=9KfpAy3zEZkC&printsec=frontcover&dq=t%C3%A9rid%C5%91-
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transzformacionak, mely sokkal szemléletesebb alakba hozhatd hiperbolikus fiiggvények
hasznalataval. Igy a koordinatakra a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:

x" = x cosh® — ct sinh ®

3)

ct' = —x sinh ® + ¢t cosh ®

Ahol ©-ra az igaz, hogy
=Xzt
tanh @ = ~ (= C) 4)

Az (1)-es 6sszefiiggés kapcsan arrdl irt Feynman, hogy a transzformacio hasonlo a
koordinata-elforgatasra vonatkozo transzforméciohoz, hiszen ott ,,az Uj X’ a régi x-et
és y-t kombindlja, hasonléan az 0] y’ is. Ugyanigy Lorentz-transzforméacié esetén olyan
Uj X’-t kapunk, amely x-bél és t-bol, tovabba olyan 0j t’-t, amely szintén X-bol és t-bol
van «osszekombinalva». Tehat a Lorentz transzforméacié az elforgatashoz hasonlo,
csakhogy ez az «elforgatas» térben és iddben jatszodik le.”*® Az (1)-es képletek egy
kicsit elrejtik — bar a Lorentz transzformaciéra invarians téridé-intervallum™ mér jol
mutatta — a (3)-es egyenletekbdl pedig egészen jol lathatd jellegét a transzforméacionak:
a koordinatatranszformacié egy hiperbolan valo ,,forgatast” jelent, nevezhetjuk
hiperbolikus forgatasnak, megkllonboztetve a kor- vagy &ltalanosabban elliptikus
forgatastol. Az érdekesseég az, amire Feynman-idézet is felhivta a figyelmet, hogy a
forgatas nem térbeli, hanem téridébeli!

3.3. Hiperbolikus szamok hasznalata a téridé leirasara

A fentiek nyilegyenest elvezethettek volna a hiperbolikus szamok® hasznalatahoz,
mégis elég sok id6 telt el, amig a szakirodalomban megjelenik a hasznalatuk™®, 14sd
példaul Francesco Antonuccio'’, Francesco és Vincenzo Catoni'®, valamint
szerzbtarsaik tobb cikkét.™®

A hiperbolikus szamok azok a szamok, melyek
a + bk

fizika&hl=hu&sa=X&ei=_cPhT6PaECWr-
gbBxOCcAwW&ved=0CDKQ6WEWAA#v=0nepage&q=t%C3%A9rid%C5%91-fizika&f=false

3 Feynman, Mai fizika 2., (Relativisztikus mechanika, 15. oldal), Miiszaki Kényvkiado, 1968

4 Ez a mennyiség a kovetkezé, ha csak egy térbeli koordinatat és az idét tekintem: x* — ¢*t%. Ez az 6sszefiiggés
ugyanazt az eredményt adja, barmely x’-, y’-s inerciarendszerre térek at, azaz: x* — ¢*? = x’% —¢* t’2.

> Vagy mas néven perplex szamok, Lorentz-szamok, (angolul még split-complex numbers) és sok mas
elnevezés bizonyitja, hogy még nincs egységes hasznalatuk.

18 Torténetiikrdl egy rovid attekintés megtalalhato a Wikipedian: http://en.wikipedia.org/wiki/Split-
complex_number. Az utébbi 15-20 év alatt kezdték hasznalni egyre tébben.

17 http://arxiv.org/abs/hep-th/9812036

18 Néhany link:

http://arxiv.org/abs/math-ph/0508014

http://arxiv.org/abs/physics/0509161

9 Amikor ezt a cikket elkezdtem irni, még nem olvastam Garret Sobczyk kényvét, melyben mar részletesen sz
van a hiperbolikus szdmokrdl: Garret Sobczyk, New Foundations in Mathematics: The Geometric Concept of
Number (Birkhduser, 2013.) Err6l a konyvrél irtam elézetest a kovetkez6 kis cikkemben:
http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/108-k%C3%B6nyv-el%C5%91zetes.html
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alakban irhatok fel, ahol ’a” és b’ valds szamok, k-rol pedig csak annyit tudok, hogy
nem egyenl6 +1-gyel, és

k=1

Ezek a szamok® a komplex szdmokhoz hasonléan egy szamsikon abrazolhatdk, és a
komplex szamok trigonometriai alakjahoz nagyon hasonl6 alakban irhatdk fel:

a+ bk = 3 a? — b2 (cosh 6 + ksinh @)

Ahol 0 -ra az igaz, hogy

b
tanh® = —
a

Nevezzik a hiperbolikus szamok fenti leirasat trigonometrikus alaknak. Erre nem csak a
komplex szamok analdgiaja ad okot, de a trigonometrikus és hiperbolikus fliggvények
ismert 0sszefuggeései is:

sinh® = —i sini®@ és sinhi® = i sin®
cosh® = cosi® és coshi®@ = cos®

Azok a szamok, melyekre
VaZ - % =p (5)

egy olyan hiperbolan helyezkednek el, mely a szdmsik vizszintes, azaz a valds szamokat
tartalmazé tengelyét a +p pontban metszik, ha p?=1, akkor az Ugynevezett
egységhiperbolan helyezkednek el.

Y A ’

sinh ©

0 Catoni cikkeiben az altalam k-val jeldlt szamot h-val jelslték, feltehetéen a hiperbolikus jellegre utalva. En
azért jel6ltem k-val, mert a -1 gyokét jeldl6 ’i” betlit az dbécében a ’j” és a ’k’ koveti, igy arra gondoltam, hogy

i’=-1, j°=0, k?=1 konnyen megjegyezheté jeldléssel sorolja fel a kételemii szamok méasodfoki alap-elemeit.

7/21



Ezekre a szamokra is lehet exponencialis flggvényt definialni, majd exponencialis
alakra hozni a komplex szdmokhoz nagyon hasonléan:

a+ bk = pe®
Ahol

p = Va2 —b? és tanh@ = g

A hiperbolikus szamok legfontosabb tulajdonsagai megtalalhatéak a Kételemii szamok
dsszehasonlitasa cimii cikkemben?.

Itt két nagyon fontos tulajdonsagat emelném ki a hiperbolikus szdmoknak:

e KAét hiperbolikus szdm szorzasakor — a fenti egyenletekben alkalmazott jel6léseket
hasznalva — a p-k szorzodnak, és a ®-k dsszeadddnak, azaz a hiperbolikus szamok
szorzésanak egy olyan geometriai transzformécié felel meg, ahol a hiperbolikus
forgatast nyujtassal kombinaljuk, hasonléan a komplex szamokhoz, ahol a
szorzas képe koron vald elforgatas és nyujtas.

e A fenti 4bra I. sik-negyedében? p-ra — a komplex szamsiktol eltéréen — a kovetkezd
haromszbg-egyenldtlenség igaz:

Pziv = Pz T Py
ahol ’z’ és *v’ hiperbolikus szamok az 1. sik-negyedben.

E szamok relativitiselméletbeli hasznalhatésagat a mar emlitett Catoni®® és
szerzOtarsainak cikkei irjak le, ezekbol a leirasokbol nem idézek, mert a késdbbickben
targyaltak miatt csak egy lényeges dologra van sziikségem a hiperbolikus szamsikot
tekintve: ha a teret lesziikitem egyetlen dimenziéra, akkor a hiperbolikus szamsik a
koordinatatengelye tekintheté az idékoordinataknak, a masik koordinatatengely —
az egyszeriiség kedvéért egyetlen dimenziora sziikitett — térkoordinatdknak.

Ezzel a geometriai abrazolassal érthetobbé valik a 2. pontban leirt idétagulés
(idédilatacio) és az ezzel egyditt jard térvesztés dimenziondlis jellege. Ez alatt azt értem,
hogy a tér nem id6vé ,alakul at”, hanem a specialis értelemben, de valosagosan
négydimenzids jelenség ,latészoge” valtozik; kevesebbet ,latok” az egyik
térdimenzidbol, és tobbet az adott inerciarendszer idédimenzidjabol.

4. A matematika Uj arcanak kdrvonalai a XXI. szazad elején

A tobbelemii szamok mar régota ismertek és tanulmanyozottak — kvaterniok, Cayley-
szamok, hiperkomplex szdmok stb. — azonban érdekes moédon az altalam kételemii
szamoknak nevezett szamok jelentéségének felismerése hosszU ideig a komplex
szamokra korlatozédott. A hiperbolikus szamok relativitaselméletbeli alkalmazhatdsaga-
ban az els6 igazi fellendllést az elImult 20-30 évben lattam a szakirodalomban, bar nem
foglalkoztam komolyan a téma torténetével. A hiperbolikus szdmok alkalmazhat6sa-
ganak azonban két komoly akadalya van. Egyrészt a hiperbolikus szdmok, mint térid6

2L http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/15-k%C3%A9telem%C5%B1-52%C3%Almok-alap-
tulajdons%C3%A1gainak-%C3%B6sszehasonl%C3%ADt%C3%Alsa.html

22 Azaz olyan hiperbolikus szamokra, melyeknél a+bk esetén a>0 és a>b.

% Lasd a 18. labjegyzetben idézett cikkeket.
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modell** nagyon szemléletesek, ha a térnek csak az egyik dimenzidjat hasznaljuk, de a

négydimenzids téridé modelljeként nem latszik még a hasznalhatésaguk madja.
Masrészt a hiperbolikus szamsik analizise kidolgozatlan, szemben a komplex szamok
gazdag flggvénytanaval. A parabolikus szdmok hasznalatara eddig csak, mint az egyik
legegyszeriibb nem trivialis szupertér® példajaként akadtam, szerintem a valdsziniiség-
szamitasban lehetnek kulcsfontossaguak, és igy a fizika szinte valamennyi jelentOs
tertletén.

4.1. A hiperbolikus szamok, mint a kételemii szamok egyike
Amint a Kételemii szamok és a geometria®® cimii korabbi cikkemben irtam, a kételemii
szamok alatt azokat a szamokat értem, amelyek
a+tbw
alakban irhatéak, ahol ’a’ és ’b’ valds szamok w-re pedig az igaz, hogy
w?=-1 vagy 0 vagy +1

és w=1 esetén w nem azonos a val6s +1-gyel, valamint w?=0 esetén w nem azonos a
valés 0-val. A szakirodalom ezeket a szamokat komplex, Study-féle?’ vagy dudlis,
illetve hiperbolikus vagy pl. perplex szamoknak nevezi.

Amint kordbban a 20. labjegyzetben megjegyeztem, a w’=1 esetben w-re a ’k’ jel6lést,
W?=0 esetben w-re a ’j’ jeldlést alkalmazom, egyszeriien azért mert a -1 gydkét jeldld i’
betiit az abécében a ’j’ és a 'k’ koveti, igy i°=-1, j*=0, k=1 koénnyen megjegyezhetd
jeloléssel sorolja fel a kételemii szamok masodfoku alap-elemeit

Ezek kozil a szdmok kozil a komplexek jol ismertek, a hiperbolikus szdmokat vazoltam
mar a 3.3. pontban, illetve irodalmukra is tettem utalst.

Erdemes néhany sz6t ejteni a parabolikus szamokrol is.

4.2. A parabolikus szamok, mint a kételemii szamok egyike

Parabolikus szamok alatt azokat a szamokat ertem, amelyek
a+bj

alakban irhatdak, ahol ’a’ és ’b’ valos szdmok j-re pedig az igaz, hogy
j*=0

és j nem azonos a valds 0-val. Szdmsikjuk matematikaja még a hiperbolikus szamsiknal
is kidolgozatlanabb. Most csak a legelemibb 6sszefliggéseket fogom megemliteni,
melyek legfontosabb tulajdonsagai szintén megtalalhatéak a Kételemii szamok dssze-
hasonlitasa® cimii cikkemben.

# Nem csak téridé modellként hasznalatosak, de a fizika mas teriiletén is pl.
http://arxiv.org/pdf/0709.3242v1.pdf , http://arxiv.org/pdf/hep-th/9812036v1.pdf,

% Lasd a definiciojat a Wikipédiaban: http://hu.wikipedia.org/wiki/Szupert%C3%A9r , és a Grassmann
szamokat szintén ott: http://hu.wikipedia.org/wiki/Grassmann-sz%C3%Alm

http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/20-k%C3%A9telem%C5%B1-s2%C3%A1mok-

%C3%A9s-a-geometria.html

2" Eduard Study, http://en.wikipedia.org/wiki/Eduard_Study
2 http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/15-k%C3%A9telem%C5%B1-sz2%C3%Almok-alap-
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A komplex, és a hiperbolikus szamokhoz hasonl6an a parabolikus szamok is felirhatdak
egy trigonometrikusnak nevezhetd alakban:

a+bj= W(cosp@ + jsinp 9)

Ahol 6 -ra az igaz, hogy

tanp O = b
anp @ = —
Ezekre a ,,parabolikus szogfliggvényekre” a kovetkezdk igazak:
cospOj =1
sinp O = Oj
Valos x értékekre is definicio szerint:
cospx =1
sinpx = x
tanp x = x

__yi_//z Sing g

L J

Itt is definidlhatd exponencialis fliggvény, és ennek alapjan a szdm exponenciélis alakra
hozhato:

a+bj=pe¥
Ahol
p="%aZ , tanpo =2 ésaltalaban e% =1+ 6j (6)
Itt is két nagyon fontos tulajdonsagat emelném ki a parabolikus szamoknak:

e Két parabolikus szam szorzasakor — a fenti egyenletekben alkalmazott jeloléseket
hasznalva — a p-k szorzodnak, és a ®-k 0sszeadodnak, azaz a parabolikus szamok
szorzasanak egy parhuzamos egyenes-par egyiken vald eltolas, mint geometriai
transzformacio felel meg, esetlegesen nyujtassal kombindlva. Mivel a
parhuzamos egyenes-par egy elfajult parabola, ezért nevezem én ezt az eltolast
parabolikus forgatasnak”.

e A parabolikus szamsik pozitiv valdsakat tartalmazo sikfelében — a komplex, és a

tulajdons%C3%Algainak-%C3%B6sszehasonl%C3%ADt%C3%Alsa.html
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hiperbolikus szamsiktol eltérden — a kovetkez6 haromszog-egyenlStlenség igaz:

Pz+v = Pzt Py
ahol °’z’ és *v’ parabolikus szamok.

4.3. A kételemii szamok és a geometriak

Az itt kovetkezOk részletesen szerepelnek a ,,Kételemii szamok és a geometria”29 cimii
cikkemben.

»A kételemii szamok alaptulajdonsagainak dsszehasonlitdsa™ cimii anyagban mar
irtam arrél, hogy e szamok 0Osszeadasénak sikbeli képe vektorok 6sszeadasa, tehat a
paralelogramma-szabalyt koveti. Irtam ugyanitt arrol is, hogy az azonos el6jelii, valos

abszolat-értékii kételemit szamokra felirhatd haromszdg-egyenlétlenségeknek érdekes az
eltérése:

Lol ztzal| < Jlzaf |22

a komplex szamoknal az egész szamsikon,
2. |l ztzal| = [lzall*llz2|l

a parabolikus szamoknal a szamsik azon felén, melyekre a szam val6s része nem negativ,
3.l ztzal| 2 [|zl|+]|zll

a hiperbolikus szamoknal a szamsik 1. sik-negyedében, tehat azokra a szamokra, melyek valos
része pozitiv, és nagyobb, mint az imaginarius elem val0s szorzoja.

A fenti 0sszefuggésekben a ||.. ||-vel jeldlt normak, vagy abszolUtértékek a kovetkezok:

1. z=a+bhiesetén|z| = VaZ + b2 a komplex szamoknal,
2. z=a+bhjesetén|z| = Va? a parabolikus szamoknal,
3. z=a+bkesetén| z||= VaZ — b? a hiperbolikus szamoknal.

A komplex szamok korébdl ismert 6sszefliggés, valamint ,,4 kételemii szamok alaptulaj-
donsagainak 6sszehasonlitdsa” cimii anyagban leirtak szerint:

sinyi =isinhy
sinyj =yj
sinyk =ksiny

Ha egy goémb sugarat R, gorbuletét p-val jelolom és az aranyukra a kovetkez0 igaz:

1. i= % a komplex, vagy elliptikus esetben
2. j= % a parabolikus esetben @)
3. k=2 a hiperbolikus esetben

akkor ezeken a gémbokon leirt sikgeometria a gdmbi, az euklideszi és a hiperbolikus
sikgeometria modellje.

http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/20-k%C3%A9telem%C5%B1-s2%C3%A1mok-

%C3%A9s-a-geometria.html

%0 http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/15-k%C3%A9telem%C5%B1-sz2%C3%Almok-alap-

tulajdons%C3%Algainak-%C3%B6sszehasonl%C3%ADt%C3%Alsa.html
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Ugyanis ezeken a gdmbokon egy r sugart kor kerlletét g-vel jelélve a kovetkezdket
kapom:

1. Hap=Ri
akkor g=2mp/i sin ir/p = 2zp sinh r/p
2. Hap=Rj

akkor g=2mp/j sin jr/p = 2zr
3. Hap=Rk
akkor g=2mp/k sin kr/p = 2ztp sin r/p

Felhasznalva azt az abszolut tételt, hogy barmely egyenesvonali haromszégben az
oldalakkal egyenl6 sugart korok kerlletei Ggy aranylanak egymashoz, mint a veluk
szemkozti szogek szinuszai, a fenti 0Osszefliggések valdban a hiperbolikus, az
euklideszi, és gombi trigonometriahoz vezetnek.™

4.4. Rejtett feltételezések Cantor diagonalis médszerében

Ez a téma szerepel az egyik korabbi cikkemben®.

Cantor aktualis létezének nyilvanitotta az extenziv eértelemben végtelenul nagy
szdmokat, amelyek minden természetes szdmnal nagyobbak. A kordbbi végtelen
fogalomtél megkulonboztetve transzfinit szamoknak nevezte 6ket. Az a probléma
ezekkel a szamokkal, hogy kimélyitették a diszkrétség és folytonossdg kozotti
szakadékot. A matematika infinitezimalisokrdl szold, évszdzadok alatt kidolgozott
technikdja szilardnak t(in6 hidat épitett a diszkrét mennyiségek kozé, megteremtve a
folytonossag fogalmat. A transzfinit bevezetése épp a forditottjat tette; ,,szakadékokkal
elvalasztott”, azaz diszkrét mennyisegek létét definidlta. Cantor transzfinitjei
»megkozelithetetlenek”, mivel egy potencialisan végtelen szamsor el6zi meg Oket,
melynek minden eleme végtelen tavol van a transzfinittél. Cantor nem viszi végig az
extenziv végtelenben megtett utat az intenziv végtelen felé is, azaz nem beszél olyan
paranyokrél, amelyek kisebbek az 1/n sorozat minden eleménél, de nagyobbak 0-nal.
Nem tette ezt meg, mert ezzel megszintette volna a folytonossag Kkiforrott, jol
hasznélhatd fogalmat, hiszen ugyanolyan mély szakadék nyilt volna meg az intenziv
vegtelenben is, mint az extenziv vegtelenben, azaz a szamegyenes minden véges
pontjaban.

Az ¢lébb leirt problémanal nagyobb baj az, hogy rejtett feltételezések vannak a
végtelenek, a szdmossagok es rendezettsegek Cantor-i technikajaban.

Amikor a valds szdmok és a természetes szamok szamossagat hasonlitjuk 6ssze Cantor
diagonélis modszerével, akkor két dolgot hallgatolagosan feltesziink:

e Mint altaldban az indirekt bizonyitasok sordn; azt gondoljuk, hogy pontosan

' Bolyai Janos komplex sugar( gémbén modellezte a hiperbolikus geometriat, én viszont a gorbiileteket
tekintettem imaginarius mennyiségeknek. Az elliptikus — azaz komplex — és a hiperbolikus esetben ez formalisan
mindegy, de a parabolikus esetben a sin j helyett sin 1/j-vel kellett volna szamolnom, ez viszont nem
meghatarozott, szemben a sin j-vel, ami elemi sszefiiggésekbdl levezetheté. Ugyanakkor a 2. 6sszefiiggésben az
1/j szintén ,,hatarozatlan” kifejezés, mert amint 0-val nem oszthatunk, Ugy j-vel sem. Tekinthetjiik azonban ugy,
hogy (1/j)*j az egyetlen miivelet, ami 1/j-vel elvégezhetd, és eredményiil 1-et kapunk, azaz (1/j)*j=1.

% Probléméak Cantor diagonalis médszerének hasznalataban™;
http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/38-probl%C3%A9Im%C3%Alk-cantor-

diagon%C3%A1lis-m%C3%B3dszer%C3%A9nek-haszn%C3%A11at%C3%Alban.html
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kizartunk egy harmadik lehetdséget, tehat az allitasunk, illetve annak tagadasa
korrektll megfogalmazott.

e A valds szamok helyiértékes abrazolasat egyértelmiinek gondoljuk.

A fenti két feltételezések mindegyikével baj van a természetes és a valds szamok
0sszehasonlitasaban:

o Az elsé feltételezés azért problémas, mert a természetes szamoknal a szamossag és a
rendezettség még ugyanazt jelenti, de ez nem igaz a valés szamokra. Tehat az
indirekt allitas, miszerint a valos szamok leképezhet6k a természetes szamokra, nem
csak azt jelenti, hogy szamossaguk azonos, hanem rejtetten azt az allitast is
megfogalmaztam ezzel, hogy a rendezettségiik azonos. Tulajdonképpen azt allitom
az indirekt feltevéssel, hogy a valds szamok jol rendezettek. A Cantor-féle
diagonalis modszer alkalmazasaval nem csak, sot elsdsorban nem az kovetkezik,
hogy a valos szdmok tobben vannak, mint a természetes szamok, hanem az
kovetkezik, hogy nem jolrendezettek.

e A valds szamoknal a [0,1) intervallumba esé szamokat — azaz az 1-nel kisebb
pozitiv valds torteket és a 0-t — szoktdk 6sszehasonlitani a természetes szamok
halmazaval, azzal az indokkal, hogyha ezek halmaza nagyobb szdmossagu a
természetes szamoknal, akkor a valos szdmokra is igaz ez. Persze a felhasznalt
szdm-intervallum rendezettsége nem egyezik meg a természetes szamokeval, igy
mar itt is csusztatasrdl van szd, hiszen fent emlitettiik, hogy a természetes szamok
rendezettsége és szamossadga nem szétvalaszthatd fogalom, igy rendezettségek
6sszehasonlitasardl van tulajdonképpen szé akkor, amikor szdmossagot szeretnék
Osszehasonlitani. De van itt mas baj is. Az egyértelmiiség biztositasara a [0,1)
intervallumba esé szamokbol ki kell zirnom azokat, melyek végtelen sok 9-est
tartalmaznak, ha a szokasos 10-es szamrendszerben gondolkodunk. Es épp ez a
lepés az, amikor rejtett feltételezéssel elek. Mindenkinek természetes, hogy —
egyetlen szdmpéldan bemutatva — pl. a kovetkezé szamok egyenldk: 0,4999...=
0,5000... . Valoban egyenl6k?®® Nem lehet, hogy léteznek olyan paranyok,
amelyek kisebbek az 1/n sorozat minden eleménél, de nagyobbak 0-néal?
Tulajdonképpen a 9-es ,,végli” tortszamok kizarasa, azaz gondolatban egyenlévé
tétele a megfelelé 0 ,,végli” tortszdmmal azt jelenti, hogy az intenziv végtelen
mennyiségeknél kizartam a végtelen infinitezimalisok aktualis Iétét. Ezzel a
kontinuum hipotézis egyik specialis, az intenziv végtelenre atirt** fajtajat
becsempesztem a feltételek koze.

4.5. A kételemii szamok, mint az extenziv és intenziv végtelenek modelljei

Ebben az irasban nem torekszem arra, hogy a halmazelmeélet axioOmarendszereit
atértékeljem a fentiek ismeretében. Pusztan rd szeretnék vilagitani néhany fontos
kdvetkezmeényre, és felvazolni igyekszem azokat a megoldando feladatokat, és
lehetséges utiranyokat, amiket a késdbbiekben kdvetni érdemes.

¥ A0,99.. =1 egyenldséggel kapcsolatos gondolatok, vitdk, bizonyitasok egy tiirhetd leirasa megtalalhato a
Wikipédian.
% Lasd a 4.5.2 pontot.
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45.1. Akételemii szamok és az extenziv végtelen

135

Ezt a témat mar érintettem ,,4 kételemii szamok és a végtelen” > cimii cikkemben.

Cantor tehat olyan végtelen szdmokat definialt, melyek a megszamlalhatéan sok
természetes szamokon tal helyezkednek el, transzfinitek.

A negativ szamok gépi abrazolasa adta az Otletet, hogy a végtelen nagy szdmokat a
val@s tort szamok helyiértékes szamabrazolasahoz hasonléan irjam fel, peldaul egy
specialis végtelen szam a kdvetkezd helyiértékes® alakban frhat6 fel:

..999 (8)

Azaz a ...999 szam esetében megszamlalhatéan sok 9 szerepel az egész szamok
abrazolasara hasznélt helyiértékeken a 10-es szamrendszerben.

Lathatéan semmi méast nem csindltam, mint a valos tortek helyiértékes
abrazolasanal.

Mit tudunk elmondani errdl a fenti végtelen nagy szamrol? Mindenekel6tt azt, amit
a valés ’-1’-rél, azaz

...999%=1 9)

A fenti egyenléséget az ember idegenkedve nézi, hiszen azt kaptam, hogy egy
végtelen nagy szdm négyzete véges nagy. Hasonlé tortént, mint a gépi
szamabrazolasban, ott ez az un. tulcsordulas jelensége, és epp ezért alkalmas a
véges sok 1-et tartalmazé kettes szadmrendszerbeli 111...111 a ’-1’ gépi
abrazolasara.

Ilyenforman mondhatjuk azt, hogy a (9) egyenletet egy szorzaskor eléfordult
»tulcsordulds™ magyarazza, és akkor all eld, ha a szamabrazoldsom nem terjed ki az
un. transzfinit — azaz minden természetes szdmnal nagyobb - helyiértékek
abrazolasara. Cantor fogalmait hasznalva ez az a végtelen, amit 10" formaban
irnatok fel, ahol p a természetes szdmok szamossaga, azaz olyan vegtelen, melynek
»helyiértékes abrazolasadban” a sorrendben ,,u-dik” helyiértéken értékes, azaz nem
0 szdmjegy all. Ugyanakkor vannak olyan végtelen nagy szdmok, melyek minden
természetes szamnal nagyobbak, de kisebbek a transzfinit helyiértékeken is értékes
— azaz nem 0 — szamjegyeket is tartalmazd szamoknal. Ezen szamok egyike a (8)-
ban megnevezett ...999 szam is, tehat altaldban azok a szamok, melyeknél a
transzfinit helyiértéken 1év6 esetlegesen értékes szamjegyekkel nem szamolhatok,
mert ,nincs ra helyem”®’, de tetszélegesen nagy természetes szamhoz tartozo
helyiértéken van nem 0 szamjegyuk..

A ...999 nem adhat0 0ssze a veges természetes szamokkal — kiilénben a negativ
szdmokat &brazolna — ezért egy betlit hasznalok a jeldlésére: "K’.

® http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/34-a-k%C3%A9telem%C5%B1-s2%6C3%Almok-
%C3%A9s-a-v%C3%A9gtelen.html

% A végtelen szamok helyiértékes abrazolaséra talaltam példat a szakirodalomban:
http://arxiv.org/pdf/1203.4141.pdf

¥ A ,,nincs helyem” kifejezés azt tiikrozi szemléletesen, hogy a kételemii szamoknal az egész szamokra
csak megszamlialhatéan sok helyiértéken abrazolhaté szam jelenithetd meg, ezek tehat elemei a
hiperbolikus szamsiknak, de a ,,p-dik” helyiértéken dbrazolhato, illetve az anndl nagyobb szamok, mar
nem elemei a szdmsiknak.

Azok a szamok tehat, melyek leirdsara a helyiértékes szamabrazolasban a transzfinit helyiértékekre is sziikség
van nem elemei a kételemil szamsikoknak, hasonldan a projektiv geometria ideélis térelemeihez.
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Ezzel el is jutottam a hiperbolikus szamokhoz, azaz azokhoz a szdmokhoz,
melyek az alabbi alakban irhatok fel:

X + yk ahol k’=1

Igy a hiperbolikus szamok azt a fajta végtelent modellezik, amikor végtelen sok
olyan végtelen® nagy szdm van, amely egyben a 10" transzfinit szamnal
kisebb. A k-val jel6lt ...999 aktualisan 1étez6 szam, és valamennyi valds szammal
vald szorzata ilyen szamot ad.

A parabolikus szamok egy olyan végtelent modellezhetnek, ahol egyetlen olyan
végtelen nagy szam van, amely egyben a 10" transzfinit szamnal Kisebb. Ezt a
szamot is el lehet képzelni helyiértékes alakban, mégpedig ...000 formaban, ahol a
nulldk ugynevezett értékes nulldk, mivel a helyiértékek transzfinit tartomanyaban
vannak nem nulla szdmjegyek, de ezek abrazolasara ,,nincs helyem”. Itt is egyfajta
tlcsordulasként képzelem el a ...000 négyzetre emelését, és ezt ...000°=0-val
fejezem ki. Igy maris a parabolikus szamokhoz jutottunk.

A komplex szamok pedig azt modellezik, amikor nincs egyetlen egy végtelen
szam sem, amely egyben a 10" transzfinit szamnal kisebb. Ezt a hianyt az egész
szdmokhoz hasonlé modszerrel negativ szdmmal jellemzem, csak itt egy olyan
szam jelzi a hianyt, melynek a négyzete minusz egy, hiszen a négyzetre emeléssel
tudom megjeleniteni a ,,talcsordulast”.

A fentiek ,,ertelmességét” az is alatamasztja, ha a projektiv geometriat hasznaljuk
analdgiara, és az ott bevezetett idedlis pontokra gondolunk. A projektiv
geometriaban az egyenes idealis pontjat sokszor nevezik végtelen tavoli pontnak,
de az idealis pont elnevezés elterjedtebb. Ennek okara Hajos Gyorgy is felhivja a
figyelmet a ,,Bevezetés a geometridba” cimii konyvében az idealis térelemekrél
sz0l6 fejezetben:

Az (] térelemek bevezetésekor nem volt sz arrél, hogy egy pont vagy egy
egyenes minden hatdron tul eltdvolodik. Ha valaki igy akarna szemléletes
jelentést adni az ujonnan bevezetett pontoknak, és egyeneseknek, és azokat
«végtelenbe tavozotty pontoknak és egyeneseknek latja, akkor jelentos akadalyok
alljak atjat a szemléletes kép kialakulasanak. Ilyen akadalyt jelent az a
kijelentés, hogy ha egy egyenesen az egyik vagy a masik iranyban «tavozik a
végtelenbe» egy pont, akkor ugyanahhoz a hatarhelyzethez jut, s hogy a
kiilonbézo iranyokban «végtelenbe tavozotty pontok nem kort, hanem egyenest
alkotnak. Jobb tehat, ha lemondunk arrol, hogy az ujonnan bevezetett pontoknak
és egyeneseknek ilyesfajta szemléletes jelentést adjunk. Jobbnak mondhatjuk
ezért az idealis pont és idealis egyenes elnevezéseket, mert a «vegtelen tavoli»
jelzo zavaros gondolatokra csabithat. ”

Hajos Gyorgy tanacsat en is kdvethettem volna a kételemii szamok, mint végtelen
modellek esetében, de szivesebben jatszottam el a ,,végtelen tavoli” jelzével. Ha az
ember ismeri a veszélyt, akkor csokken a tévedés kockdzata. A kételemu
szamokhoz eleve azzal a ,,szentségtoré” gondolattal jutottam el, hogy helyiértékes
alakban abrazoltam a ,,valds végtelen egész szamot”.

Erdemes itt idézni Péter Rozsa ,Jaték a végtelennel” cimii konyvének 15.
fejezetében szerepld ,,Irja hadnagy” hasonlatot, aki egy adminisztracios hibaként
megjelent nem-1étez6 ember, de megjelenése utan elkezd 6nalld életet €lni. Péter

% A, végtelen nagy” itt azt jelenti, hogy minden n természetes szamnal nagyobb szamrél van szo.
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Rdézsa is eljatszik az idedlis pont, mint végtelen tvoli pont gondolatéaval.

Egyuttal erdemes megjegyezni, hogy a projektiv geometria idealis pontjahoz
hasonléan a kételemii szamok imaginarius elemének sem a ,,végtelen nagy”
tulajdonsaga van modellezve, azaz nem mennyiségileg, hanem minéségileg van
megkulonboztetve a valds szamoktdl azaltal, hogy dimenzidjdban kilonbozik
tolik.

4.5.2. Akételemii szamok és az intenziv végtelen

A ,,Problémak Cantor diagonalis médszerének hasznalataban”* cimii cikkemben

mar utaltam olyan szamhalmaz elképzelhet6ségére, amelynél 0,999... < 1,000... .
Ez az az eset, amikor léteznek olyan szamok, melyek 1/n-nél kisebbek minden n-re,
de nagyobbak 0-nal. Az extenziv végtelenek esetében adott példahoz hasonldan ez
ugy képzelhet6 el, hogy ezek — nevezziik éket transzfinit térteknek — olyanok, hogy
a tortszam transzfinit helyiértékein is értékes, azaz nem 0 szamjegyek szerepelnek,
de ezek 4brazolasara ,nincs helyem”®. Ugyanakkor a 0,999... < 1,000...
egyenldtlenség, és ennek az alabbiakban vazolt kovetkezménye megjelenik a
tortszam nem transzfinit helyiértékén is. Igy ha nem is volt ,,helyem” a transzfinit
helyiértékeken 1évé szamjegyek abrazolasara, de a 0,999... < 1,000...
egyenl6tlenség alkalmas ezen szamok létezésének modellezésére.

Erre a szamhalmazra ugyanaz mondhat6 el, mint amit fentebb a ...999 szamrdl
allitottam: 0,999...2 = 1. Azaz innen, az intenziv végtelenek felél is eljuthatok a
hiperbolikus szamokhoz. A 0,999...% = 1 egyenléség itt is hihetetlennek tiinhet:
hogyan lehet egy egynél kisebb szam négyzete 1-gyel egyenl6. A magyarazat
hasonld, mint a ...999% = 1 esetében: itt az aktualisan végtelen paranyok ,,hatésa”
nagyitodik fel, és jelenik meg az eddig mar jol ismert valos szamok kdrében.

Az extenziv végtelenhez hasonloan itt is elmondhatoak a kovetkezok:

1. A hiperbolikus szamok azt a fajta intenziv végtelent modellezik, amikor
végtelen sok végtelen kicsi** infinitezimalis szam létezik, amely egyben a
10" transzfinit infinitezimalis szamnal nagyobb. Példaul az (1,000... -
0,999...)* és egy valos szam szorzata ilyen szamot ad.

2. A parabolikus szamok egy olyan végtelent modellezhetnek, ahol egyetlen
olyan végtelen Kkis szdm van, amely egyben a 10" transzfinit
infinitezimalis szamnal nagyobb. Ezt a szamot is el lehet képzelni
helyiértékes alakban, mégpedig 0,000... forméban, ahol a nullak ugynevezett
értékes nullak, mivel a helyiértékek transzfinit infinitezimalis tartomanyaban
vannak nem nulla szdmjegyek, de ezek &bréazolasara ,,nincs helyem”*3. Itt is
egyfajta talcsordulasként kepzelem el a 0,000... négyzetre emelését, és ezt

% http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/38-probl%C3%A9m%C3%Al1k-cantor-

diagon%C3%A1lis-m%C3%B3dszer%C3%A9nek-haszn%C3%Allat%C3%Alban.html

“0 A 37. labjegyzetben leirtakhoz hasonldan itt is arrél van sz, hogy a ,,nincs helyem” kifejezés azt tiikrozi
szemléletesen, hogy a kételemii szimoknal a tort szimokra csak megszamlalhatéan sok helyiértéken
abrazolhat6 szdm jelenithet6é meg, ezek tehat elemei a parabolikus szamsiknak, de a ,,-p-dik” helyiértéken
(a tortszamok ,,p-dik” helyiértékén) abrazolhato, illetve az anndl Kisebb szdmok, mar nem elemei a
szamsiknak.

1A végtelen kicsi” itt azt jelenti, hogy minden n természetes szamra 1/n-nél kisebb, de a 0-nal nagyobb
szamrol van sz0.

“2 Hiperbolikus szamsikon (1-k) szam.

L. a 40. labjegyzetet.

16/21


http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/38-probl%C3%A9m%C3%A1k-cantor-diagon%C3%A1lis-m%C3%B3dszer%C3%A9nek-haszn%C3%A1lat%C3%A1ban.html
http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/38-probl%C3%A9m%C3%A1k-cantor-diagon%C3%A1lis-m%C3%B3dszer%C3%A9nek-haszn%C3%A1lat%C3%A1ban.html

0,000... 2=0-val fejezem ki. igy méris a parabolikus szamokhoz jutottunk.

3. A komplex szamok pedig itt is azt modellezik, amikor nincs egyetlen egy
végtelen Kicsi szam sem, amely egyben a 10" transzfinit infinitezimalis
szamnal nagyobb lenne.

4.6. A kontinuum hipotézis kiilonb6z6 megfogalmazasai

A kételemii szamok, mint végtelen-modellek fent vazolt leirasa a kontinuum-hipotézist**
nem tagadja, hanem — a geometriabeli parhuzamossagi axiomakhoz hasonléan — harom
lehetséges valtozatat nydjtja a Cantor altal megfogalmazott ,nincsenek ko6zbiilsd
szdmossagok” fele allitasnak. (A klasszikus kontinuum hipotézis a komplex szamsik
altal modellezhet6.) Fontos, hogy a harom szamsik egyikéhez sem tartozik hozza
aktualis 1étezéként a 10" formaban felirhatdé nagy szam, ahol p a természetes szamok
szdmosséagat jeldli.*® Aktualisan 1étez, tehat a szamsikon konkrét szamként megjelend
végtelen, azaz minden n természetes szamnal nagyobb szam, mely ugyanakkor
definicioja szerint 10*-nél kisebb végtelen: a parabolikus szamsikon egyetlen létezik, a
hiperbolikus szamsikon viszont végtelen sok van beléle. A komplex szamsikon pedig nem
létezik konkrét szamként megjelend, azaz aktualisan 1étez6 végtelen nagy szam.

llyen moddon a haromféle szdmsik, mint szam-modell megfeleltetheté a
kontinuummal kapcsolatos allitas egy specialis megfogalmazasanak.

Igen nagy elonye ezeknek a modelleknek, hogy a bonyolult rendezési, ¢s kivalasztési
definiciok helyett nagyon szemléletes szam-modelleket adnak. Igazan hasznalhatéak
akkor lesznek ezek a modellek, ha a komplex szamok fliggvénytanahoz hasonldan a
parabolikus, és a hiperbolikus szamsik analizise is elkészil, vagy legalabbis gazdagabb
lesz a jelenlegi ismereteinknél. A kevés ismeret alapjan is nagyon sok tudott mar a két Uj
szamsikrol, ezek egyike az, hogy a klasszikus értelemben vett folytonossag nem
definialhaté rajtuk.

Masik nagy elonyét abban latom ezeknek a szdm-modelleknek, hogy nemcsak a
végtelen szamossagok jellemzésére hasznalhatbak, de alkalmazhatdak olyan igen
nagy, de véges szamok esetére is, amikor bizonyos mennyiségi valtozasok*
mindségi valtozassa alakulnak, példaul a fizikai rendszerek fazisatalakuldsanal.

4.7. Az extenziv és az intenziv végtelen dualitasa

A 4.5 pontbdl az kovetkezik, hogy akér az extenziv, akar az intenziv értelemben
aktudlisan 1étezd végtelen egy specialis fajtdjanak, vagy éppen az aktualis végtelen

“ Lasd példaul egyszerti megfogalmazasban a Wikipédiaban: ,nincs olyan halmaz, amelynek szamossaga a
valos szamok szamossaga (kontinuum-szamossag) és a természetes szdmok szamossaga (megszamlalhatéan
végtelen) kdzé esne.” http://hu.wikipedia.org/wiki/Kontinuumhipot%C3%A9zis

“ Arrol egyel6re nincs szo, hogy potencidlis létezéként hozza lehet-e rendelni a szamsikhoz egyetlen
hatarozatlan végtelent, ahol a hatarozatlansag alatt a végtelen potencialitasat értem, ahogy a komplex
szamsiknal is definialnak ilyen végtelent.

Ismét érdekes a geometriai parhuzam: a sik-geometridk is csak nyilt feliilleten modellezhet6k
ellentmondéasmentesen.

A mennyiségi valtozasok szdméanak hatarozatlansaga teszi hasonléan kezelhetdvé a természetes szamok
potenciélis végtelenségéhez. Mondhatom példaul azt, hogy ,,megfeleléen nagy” N-re 10" mar nem eleme a
szam-modellnek, mert 10" ,joval nagyobb” annal a mennyiségnél, amelynél a mindségi valtozas bekovetkezik.
Kérdés, hogy miben kiilonboznek azok a valtozasok, melyek a hiperbolikus szamsikon modellezhetdk azoktol,
melyek a parabolikus, vagy az elliptikus szamsikon.
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hianyanak a modellezésére alkalmasak a kételemii szamok, ezért mondhatjuk azt, hogy a
szammaodell nem tesz kildnbséget a végtelen extenziv és az intenziv volta kozott, a
végtelen legalapvetdbb tulajdonsagat, a — klasszikus értelemben vett -
megkdzelithetetlenséget abrazolja.

4.8. A hatarérték és a folytonossag kérdése

T6bbszor utaltam arra, hogy a haromféle szamsiknak csak egyiken, a jol ismert komplex
szamsikon definialhatdé hagyomanyos konvergencia és folytonossag. A parabolikus és a
hiperbolikus szamsikon hagyomanyos értelemben csak a kételemli szam egyes
elemeinek — vagy vektorként kezelve a koordinataik — konvergenciajaval definialhat6 a
hatarérték klasszikus fogalma. Ezeken a szamsikokon a szdmpontok kilénbség-vektora
altalanositott abszolutértékének, vagy mértékének nullahoz tartasabdl nem kovetkezik a
koordinatak  konvergenciaja. Forditva igaz az Allitds, azaz a koordinatak

crer

tartasa.
4.8.1. Metrika definidlasa a kételemii szamsikokon el6szor

A klasszikus metrika definici6 a kovetkezd
a) OSp<oo,p(X,X):O
b) p(xy)=p(yx)
) plx2)<p(xy)+p(y.2)
d) pxy)=0 = x=y

Ha c)*" egyenlétlenség csak a komplex szamsikra igaz, a parabolikus sik pozitiv

valos sikfelében egyenldség all fenn, a hiperbolikus szamsik azon siknegyedében,

ahol a valosak pozitivak, és x>y ott az egyenldtlenseg megfordul. A d) is csak a
komplexek korében igaz.

4.8.2. Metrika definidldsa a kételemii szamsikokon masodszor

A kételemii szamokon a fenti metrika a), b), és c) pontja szerint tudok definidlni
félmetrikus teret. (A c)-nek megfelel6 definiciot még mérlegelni kell, de a
szamsikok eddigi vizsgalata biztatd.)

Félmetrikus térbdl kiindulva és az ekvivalencia-osztalyokra attérve, metrikus térhez
jutunk.”® Ezt a félmetrikus teret adé parabolikus, és hiperbolikus szamsikon is
megtehetem:

X~y p(xy)=0

A fenti csak akkor hasznalhato, ha a szamsikok ideéljain a metrikat 0-nak, és nem
j-nek definidlom. Ez még megfontolést igényel, mert a j-vel valo definidlas sok
szempontbol jobbnak tiinik.

A parabolikus sikon az ekvivalencia-osztalyok az y tengellyel parhuzamos
egyenesek. A hiperbolikus sikon viszont gond van: egy adott valdés szambdl
Kiindulva — az ehhez ,,illeszked6” idealok és hiperbola-seregek tekintetében az
ekvivalencia-osztalyoknal érvenyesil a tranzitivitas, és diszjunkcid, de az egész
sikra nincs olyan ekvivalencia osztaly besorolas, hogy a metrika d) tulajdonsaga

" A metrikak jelentése a kiilsnboz6 szamsikokon a 4.3 pontban a 11. oldalon talalhaté.
“8 Csészar: Bevezetés az 4ltalanos topolégiéba, 35. oldal.
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érvényesuljon, és a felosztas diszjunkt halmazokat eredményezzen, tranzitiv
tulajdonsaggal egy adott elem tartalmazasara. (Pl. az origo, azaz a 0 szamelem a
2+2k szamtdl 0 tavolsagra van, viszont a 4 valos szam is 0 tavolsagra van 2+2k-tol,
de a 0 szamelemtdl a tavolsaga 4.)

4.8.3. Altalanositott metrika fogalom

Egyeldre tobb megoldas korvonalazodik, végig kell gondolni mindegyiket.

5. A XXI. szazadra megérlelodott gyiimolcs: a térido uj szemlélete

5.1. A tér, mint a végtelen idé

A térid6 hiperbolikus fliggvények hasznalataval torténd abrazolasaban a kovetkezd
osszefliggést kaptam a koordinatakra®:

z' =z cosh® — ct sinh®

ct' = —z sinh @ + ct cosh @

Ahol © tangenshiperbolikus fliggvénye egy sebesség-jellegli mennyiseg. A ,,nem
vessz0s” koordinatarendszerb6l nézve a ,,vesszds” koordinatdkkal jelolt rendszer
sebességét v-vel jeldlve igaz, hogy:
zZ v
tanh® = — = —
ct ¢

Ahol tehat v=z/t a két koordinatarendszer relativ sebessége.

Yélasszuk meg Ugy a mértékegysegeket, hogy a ¢ fénysebesség legyen 1-gyel egyenld,
igy:
tanh @ =v
Ahol most méar a v sebesség mértékegység nélkiili szam, a fénysebesség v-szereset jeldli.
Mivel a ®-ra a kdvetkezd igaz a hiperbolikus szamsikon:
tanh © = y/x

A fentickbdl kovetkezik, hogy a Lorentz transzformacio hiperbolikus szamsikbeli
modelljében
vV=y/x

Ahol v sebesség-jellegénél fogva az y koordinatatengelyt képzelhetjik - az
egydimenzidsra szlikitett — tér dimenziojanak, és az x koordinatatengelyt gondolhatjuk
az 1d6 megfeleldjének.

A Lorentz transzformacio modellezése hiperbolikus szamokkal arra az érdekes
kovetkeztetésre vezetett, hogy a hiperbolikus szaim valés része az idé-dimenzidnak,

“ Természetesen akkor, ha a teret lesziikitem egyetlen dimenziora. A térbeli kiterjedést azért jelltem z-vel, mert
a kés6bbiek x- és y-nal jeldlém a hiperbolikus szamsik koordinatatengelyeit.
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az imaginarius része pedig a tér-dimenziénak az abrazolasa.”™® A hiperbolikus
szamok és a végtelen kapcsolatabol a 4.5. pontban irtam le, ebb6l kovetkezik, hogy a tér
végtelen idoként foghato fel.

A kételemii szamok és a véges/végtelen viszonyanak ertelmében a harom szamsik
mindegyikén az x tengely az eddig valds szdmoknak nevezett szamok szdmegyenese, az
y tengely pedig, mint szamegyenes azokat a szdmokat tartalmazza a parabolikus és a
hiperbolikus sikon, melyek 10"-nél kisebbek, de minden természetes szamnal
nagyobbak, vagy 10™"-nél nagyobbak, de minden val6s tortnél kisebbek, a komplex
szamsikon pedig az y tengely az ilyen tipust szamok hianyat jel6li.

fgy a térid6 és a hiperbolikus szamsik-modell kapcsolata alapjan mondhatjuk azt, hogy a
— kontinuum sz&mossag és a megszamlalhatoan sok ,,k6z&” es6 szamossagu — végtelen
1d6 jelenik meg térként.

Az el6z6 bekezdésben azért tettem idézbjelbe a ,,kozE” szot, mert a 4.5 pontban leirtak
alapjan a szdammodellek nem tesznek kilonbseéget a végtelen extenziv és az intenziv
volta kozott, igy az abrazolt szamoknal nem donthetd el, hogy a tavolsaguk végteleniil
nagy, vagy végtelenil kicsiny. Azaz a szamsik szamainak rendezettsége nem adhato
meg egyértelmiien.

5.2. Atéridé uj szemléletének kovetkezményei

Egyeldre csak vazlatosan a kovetkezOkben foglalhatjuk Ossze a végtelenek ujfajta
szammodelljei és ezek téridé kapcsolatanak kdvetkezményeit:

1. A val6s teriink geometridjanak — a harom tér-dimenziot egy dimenziora sziikitve
vett — egyszerti modellje lehetnek a hiperbolikus szamok.

2. A hiperbolikus szdmsikon az y koordinatatengelyt képzelhetjiik — az egydimenzidsra
sztkitett — tér dimenzidjanak, és az x koordinatatengelyt gondolhatjuk az id6
megfeleldjének.

3. A fenti altalanositdsaként elmondhatjuk, hogy a kételemii szdmok szamsikjai a
térid0 egyfajta geometriajat modellezik, ahol az x tengelyen mindig az id6 van
abrazolva, az y képzetes tengely pedig térdimenzio.

4. A kételemil szamok egynttal a végtelenek modellje is, igy a tér az id6 végtelenjének
képe.

5 A kételemli szd&mok, mint végtelen-modellek a kontinuum-hipotézis héarom
lehetséges valtozatat nyujtjak.

Az einsteini relativitaselmélet és a kvantumfizika egyesitésének az az alapvet6 akadalya,
hogy a relativitaselmélet egy hattérfiiggetlen leiras, ami azt jelenti, hogy a tér és az id6
dinamikusan valtozik az anyagtol fliggden, mig a kvantumfizika eseményei egy idében
valtozatlan geometriaju klasszikus téridé hatterén irodnak le. A fenti probléma
megoldasahoz fogddzot jelenthetnek a kételemii szamok, hiszen ezek egyike; a

crer

% Ez latsz6lagosan ellentmondashan van a 4. oldalon az elsé bekezdésben leirtakkal; azaz azzal, hogy a malt és a
jovo csak potencialisan létezik. Az ellentmondas pszeudo jellege alatt azt értem, hogy mivel az id6 valdjaban
benniink zajlik (lasd az 1. pontot), tulajdonképpen szerves részink, igy valésagos léttel bir szamunkra. A tér az,
ami képzetes, azaz leképzddik rank, de kiviill van. Nem véletlen, hogy van olyan filozé6fiai irdnyzat — a
szolipszizmus — mely szerint minden 1étez6 csak a tudatom terméke, rajtam kiviil nincs létez6. Ennek a
szemléletnek épp a tér imagindrius volta az oka.
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abrazolja nagyon szemléletesen. A kvantumfizikaban pedig a komplex szdmoknak
meghatarozo a szerepiik a valoszinliségi amplitidok leirdsanal. Ha a komplex szamsikot
is a tér és az id6 egyfajta topologiai modelljének tekintem, akkor — elrejtve a
valoszintiségi amplitidokban — egyaltalan nem a klasszikus teret és id6t kapjuk
hattérként a kvantumfizikaban sem. A harmonizalashoz végig kell még gondolni, hogy a
kvantumfizikaban miképpen vonhatd Gssze a klasszikus tér és 1d6, mint hattér a
valoszinliségi amplitadoban rejlé dinamikus térid6-topologiaval.
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