Tér és ido helyett térido a valosziniisészamitasban

Kételemii szamok, mint térido-elemek a valoszintiségszamitasban

1. Bevezet6 gondolatok

Néhany hete olvastam egy cikket az ES-ben; ,,4 politikiban nem a valésziniiségek
dontenek”! cimmel. A cikk egy szociologussal készitett interjl, és elsdsorban az Eurdpai

Apolitikban nem a valdsziniiségek
dontenek”

a valészinliségszamitas modszertanat érintik.

T R T AR

Unid jelenlegi helyzetérdl és jovojérdl szol. Nem
ez a cikk adta irasom apropdjat, de akar adhatta
volna, ugyanis a cikk a f6 mondandojan kiviil azt
is érzékelteti, hogy mennyire nem értik a
valdszinliségszamitds matematikdjat még azok
sem, akiknek munkaeszkdze. Nem figyelnek oda
azokra a forradalmi valtozasokra, melyek jelenleg

A teémaval kapcsolatban alapveté problémanak
érzem, hogy nem vesszik elég komolyan a tdbb

mint szaz éve tudottakat a téridor6l, arrdl, hogy a tér és az id6 nem 6nmagukban kiilon-
kiilon létezd entitasok, csak egyiitt 1étezhetnek, az egyik valtozdsa magaval vonja a
mésik valtozasat. Sok tudomanyterilet figyelmen kivil hagyja mindezt, kozottik a
kiemelked6en fontos valdszinliségszamitas is, és ennek eredményei illetve
ellentmonddsai athatjdk a tudomany egészét. A tér és az id6 egymastol fliggd
valtozasanak felismerése a specialis relativitaselmélettel kezd6dott, de kevésbé tudott,
hogy a kvantummechanikdban — tovabbiakban QM — a komplex szdmok hasznélatanak
is az az oka, hogy a valtozasok téridoben torténnek, és nem az abszolut tér és az abszolut
id6 hatterén irhatoak le az események. Kozel szdz évnek Kkellett eltelnie, hogy
megjelenjen a gondolat; a QM-beli valdszinliségszamitas modszertana altalanosan
kotelez6 minden valdszintiségszamitasban, de nem Ugy, ahogy kezdetben néhanyan
gondoltadk. Ennek az (j felismerésnek az elsé 1épcséje az volt, amikor néhany éve —
elsésorban Andrei Khrennikov? irésaiban — megjelent a hiperbolikus QM lehet8sége.
Ennek az elképzelésnek a tovabb gondolasaval tudtam levezetni, hogy a parabolikus QM
alap-osszefiiggései a klasszikus valoszinliségszamitas alapmiiveleteivel egyeznek meg.®

| politikaban nem a valésziniiségek dontenek — Bruszt L&szI6 szocioldgussal Radai Eszter készitett interjut”,

Elet és Irodalom, LX. évfolyam, 34. szam, 2016. augusztus 26. 7. oldal;

https://www.es.hu/cikk/2016-08-26/radai-eszter/8222a-politikaban-nem-a-valoszinusegek-dontenek8221.html

2 Lasd példaul Adrei Khrennikov, ,,Hyperbolic quantum mechanics” cimii irasat; http://arxiv.org/abs/quant-
ph/0101002

 Lésd példaul ,Széljegyzetek Andrei Khrennikov hiperbolikus kvantummechanikajahoz” cimii cikkemet;
http://www.infinitemath.hu/egyeb/201-szeljegyzetek-andrei-khrennikov-hiperbolikus-kvantummechanikajahoz
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2. A valésziniiségszamitas és a térido

Hasonl6an a relativitaselmélet és a QM egységbe foglalasi probalkozasahoz sok kisérlet
tortént a QM-beli valdszinliségszamitas modszertananak és a  klasszikus
valoszinliségszamitasnak az Otvozésére. Ezen egységesitési kezdeményezésektol
alapvetden kiilonbozik az, amit a kételemli szamok valoszinliségszamitasban betoltott
szerepe, €s a téridot modellezo funkcidja sugall. A kételemii szamok jelenleg elsdsorban
az eltéréseket szemléltetik mind a valdsziniliségszamitasi, mind a téridé modellek kozatt.
E modellek igazi egységesitése a kételemli szamok kozds keretrendszerbe foglalasat
igényli, tehat egy olyan szamrendszerét, melynek a kételemii szamok valamiféle egység-
elemei. Magyardn sz0 nincs arrdl, hogy egy relativisztikusan kovarians
kvantumelméletet hozzunk létre, vagy a klasszikus valdszinliségszamitas modszerét a
kvantumos valosziniiség-kalkulaciok valamiféle hataratmeneteként gondoljuk el. A
kvantumjelenségek egy, a specidlis relativitaselmélet téridejétdl eltérd téridoben
zajlanak. Az el6bbiek téridé-metrikdja euklideszi, pontosabban komplex, az utobbi
téridejében az intervallum-invarians a hiperbolikus szamoké. A valdsziniiségszamitas és
a kételemii szamok kapcsolata hasonl6 0sszefiiggéseket feltételez.

Osszefoglalom; miképp is szeretném 6tvozni a valosziniiségszamitast egyfajta téridd
fogalmaval. EI6bb a legfontosabb okokat sorolom fel:

¢ A kételemil szamok hasznalata alapvet6 fontossagu a valosziniiségszamitasban.

» A QM komplex valtozos valosziniiségi amplitidoi, és ezek Osszegzése a
komplex szamsik szamvektorainak 0sszegzési szabalyat koveti.

» Andrei Khrennikov tébb irasaban foglalkozik egy altala hiperbolikus
kvantummechanikanak nevezett terilettel, melyben a valdszinliségi
amplitudok a hiperbolikus szdmvektorok 6sszegzési szabalyai szerint addédnak
0ssze. Szerintem ezek a hiperbolikus valdsziniiségek az informacios
folyamatokat jellemzik. Egyeldre ez még feltaratlan teriilet, kevesen ismerik,
és kozulik is tobben kétségbe vonjak ennek a hiperbolikus QM-nek a
hasznalhat6sagat.”

» A parabolikus — vagy jelenleg ismertebb nevén dudlis — szamok, mint
valoszinliségi amplitddok Osszegzésébdl a klasszikus valdszintiségek
5sszegzési szabalyahoz jutunk. Err6l korabbi cikkeimben frtam mar.°

Osszegezve  elmondhatd  tehat, hogy a két jelenleg hasznalt
valosziniiségszamitas — a klasszikus, és a QM-beli — Kkételemii szamok
hasznélataval irhat6 le. Vannak tovdbba olyan tudomaényteriletek, ahol e két
valoszinliségi modszertan nem milkodik. Ilyen esetekben eselyesnek latszik a
hiperbolikus szamokkal jellemezhet6 probabilisztikus modell hasznalata.

* Az irasom elején emlitett ES-beli cikkben idézett szociolégus épp azért vont le hibas kovetkeztetéseket a
valdszintiségszamitassal kapcsolatban, mert nem ismeri a hiperbolikus valdszintiségszamitasnak a modszertanat.
Mentségére szdljon, hogy amint emlitettem; kevesen ismerik, és nemcsak a kidolgozatlansadga miatt, de a téma
viszonylagos Ujdonsaga okan is. Akik talalkoztak méar ezzel az Gj elképzeléssel, azok el6szor visszariadnak a
hiperbolikus valdszinliségszamitasban eléforduld negativ valdsziniiségek lehetéségétdl. Jobban belegondolva
viszont 6rommel fogadja az ember az 0j matematikat, hiszen megfelel$ eszkdz lehet azoknak a folyamatoknak a
leirasanal, ahol nem érvényesiilnek sem a klasszikus, sem a QM-beli valosziniliségszamitas elérejelzései. Ilyen
teriilet lehet a politika is. Az ES-beli cikk cime helyesebben igy szélhatna; ,,A politikdban nem az ismert
valosziniiségi modellek hasznélhatdak”.

5 Lasd a 3. labjegyzetben idézett cikket.
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oA kételemiiek képzetes elemei egyfajta kvalitativ végtelent modelleznek,
mégpedig a kontinuum hipotézist és annak két masik alternativajat, azaz Cantor
nyoman a megszamlalhatdé sok és a kontinuum sok kozotti végtelenek
létének/nem-létének eseteit abrazoljak.

eMivel az egyik kételemii szamfajta — a hiperbolikus szdmsik — az einsteini téridét
modellezi, ha a teret lesziikitem egy dimenziora, igy az a kovetkeztetés vonhatd
le, hogy a tér végtelen idé, a végtelennek az eldbbi értelmében.®

Nemcsak a nem-euklideszi téridénk, de egy euklideszi téridé is modellezhetd az
egyik kételemli szamfajtaval, mégpedig a parabolikus (dudlis) szamsikkal. Igy
szerintem jogosan feltételezziik, hogy mindharom kételemii szamfajta egy-egy

“ s =7

specialis téridé topoldgiajat modellez.’

A fentiek értelmében a lehetseges és egymast kizard események valdsziniiségeinek
Osszegzése olyan kételemli szdmok Osszegzését jelenti, melyek normanégyzetének
0sszege 1-gyel egyenld. A tapasztalat altal megerdsitett valoszintiségeket ezek a
normanégyzetek jelentik minden esetben, €s nem a kételemii szammal kifejezhetd —
most mar nevezzik igy a QM-nek megfeleléen — valdsziniiségi amplitidok. Nagyon
elgondolkodtato az a tény, hogy ezek a valésziniiségi amplitadok viszont a téridét
modellezik. Igy ez a szemlélet valaszt ad arra a kérdésre, hogy van-e egyaltalan
jelentése maguknak a valdszintiségi amplitidoknak, ha a valosziniiségek csak ezeknek
az amplitddéknak a normanégyzetéb6l szamolhatoéak. A valasz az, hogy ezek a
valésziniliségi amplitidok valamiféle lokalis téridé vektort kapcsolnak az
eseményekhez. Ezeknek a térid6-vektoroknak a normanégyzetével kapcsolatban pedig
nem szabad elfeledni az adott téridore jellemz6 mérték-invarianciat.

Arra kell tehat gondolnunk, hogy a valdszintiségszamitas korrekt leirasa nem egyfajta
id6beli gyakorisagrol, sem valamilyen térbeli el6fordulasrol szol, hanem az események
térben és idOben, azaz téridében vald el6fordulasardl. Okkal gyanakodhatunk arra is,
hogy az eddigi klasszikus valosziniiségszamitasi modszerek paradoxonjai abbdl
szadrmazhatnak, hogy matematikdjuk a valés szamokon alapszik, és nem a parabolikus
(dudlis) szamokon, melyek tulajdonsadgai sok tekintetben megegyeznek a valos
szamokéval, de el is térnek toliik. A legfontosabb eltérések a konvergencia és a
folytonossag kérdéseit érintik. A valds szamok hasznalata a parabolikus szamok
helyett azt jelenti, hogy az eseményeknek csak egydimenzids — idébeli (gyakorisag)
— viszonylataira vonatkozik a valésziniiségszamitas, holott az események mindig
téridében zajlanak. Meg kell jegyezni, hogy a parabolikus sz&mok hasznélataval
tovabbra is megmarad a klasszikus valdszinliség értelmezésének szoros kapcsolata a
pusztan idébeliséget takard gyakorisag fogalmaval, hiszen a parabolikus szamok
norméja® olyan valos szam, mely csak a szam ,,id6-koordinatajat” tartalmazza. Ez az

® A kételemii szamok minGségi végtelenként valé értelmezéséhez lasd példaul a A geometriai algebraban
rejtézkods  végtelen” cimli  cikket; http://www.infinitemath.hu/matematika/199-a-geometriai-algebraban-
rejtozkodo-vegtelen

" Végre talaltam két olyan cikket — forrasuk nyoman tébb hasonlét — melyekben felmeriil a komplex egység és az
id6fogalom szoros kapcsolata a kvantummechanikaban; a kvantumgraviticiéval és a kvantumkozmoldgiaval
kapcsolatban. Tavolrél sem azonosak ezek az elképzelések az altalam vazoltakkal, ennek ellenére nagyon
fontosak szamomra. Egyrészt kiilonbozdségiik ellenére megerdsitik a bennem kialakult modellt, hiszen
kapcsolatba hozzak a képzetes i szamot egy olyan fizikai fogalommal, mint az id6. Masrészt az eltéré okfejtést
olvasva Ujra vizsgalhatom, ellendrizhetem a sajat elképzeléseimet. A két cikk gondolatmenetére ki fogok térni
egy masik irasomban, eldzetesként az elérhetdségiik a kovetkezo:
http://www.platonia.com/complex_numbers.pdf és https://arxiv.org/pdf/1111.0457v1.pdf

® A parabolikus — vagy méas néven dualis — szamok norméjanak definiciojat és alaptulajdonséagait lasd a 3.
labjegyzetben szerepl6 cikk 1. Mellékletét.
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Osszefliggés rejthette el eddig a kételemii parabolikus szamok hasznalatdnak
sziikségességét a klasszikus valdsziniiségek szamitasainal.

3. A valésziniiség fogalmanak Kkiilonbo6z6 értelmezései €s problémai

1982-ben jelent meg elészor Székely J. Gabor kdnyve a véletlenek matematikajanak

paradoxonjairél®. Nagyon tanulséagosak a kényv példai, és ‘

jo attekintést kapunk a valosziniiségszamitas kialakulasa- |
Paradoxonok

161, és nehézségeirdl. a veletien
matematikajaban

E fejezet cimében én szandékosan hasznaltam a Smbiratic s Mot
»probléma” szot a paradoxon helyett, mivel az esetek
tobbségében nem is jutunk el az ellentmondasok
felfedezéséhez, csupan valamiféle problémat érzékelunk.

Klasszikus valdsziniiségszamitasnak altalaban a laplace-i
maodszert nevezik, mely szerint véges szamu lehetséges
eseménynél a kedvezd események valoszinlisége a
kedvezdk és az Osszes esemény szamanak hdnyadosaval
egyenld. Ebbdl a szamitdsi technikabol eredeztethetd,
hogy a késobbi, ettdl eltérd6 moddszereknél is a

valoszintiségeket 0 €s 1 ertékek kozé szoritottdk, azaz 1-re normaltak a lehetséges
események valosziniiségei.

A valbészinliségszamitas viszonylag 0j terlilete a
matematikanak, de Laplace modszertandnak maér
voltak elézményei, ezek kozilil kiemelkedoek
Fermat és Pascal eziranyl elgondolésai. Ezek a
korai megkozelitések altalaban a szerencsejatékok
altal felvetett problémakon alapszanak, de példaul
Pascal a hétkoznapi elet vélasztasainal is
fontosnak tartotta a  valoszinliségszamitasi
ismereteket, sot Isten 1étének kérdését is ebbol a
szempontbdl kozelitette meg; az eldnyok és
hatranyok vizsgalata alapjan fogadast tett™ Isten létére.

Laplace valoszinliségszamitasat én inkabb véges, vagy kombinatorikus jelzével
illetném, és a klasszikus jelz6t Kolmogorov axiomatikusan megalapozott elméleténél
haszndlndm, hogy megkilonbdztessem a ma alakuloban 1évé forradalmian U]
valdszinliségszamitasi modszertantol.

A valodszintiségszamitassal kapcsolatos problemak kozil kiemelnék harmat példaként; az
ugynevezett Bertrand paradoxont, a relativ gyakorisdgbdl szarmazo, egyfajta
hatarértéekként definialt valdsziniiség ellentmondasait, és Kolmogorov valdsziniiség-
elméletét.

9 Székely J. Gabor, Paradoxonok a véletlen matematikajaban, Miiszaki Konyvkiad, Budapest, 1982

10 ... végteleniil boldog, drok életet lehet nyerni, a nyerés esélye véges szamu vesztési eséllyel szemben &ll, s az
is véges, amit kockaztat. igy ez mar nem is fogadas: ahol a végtelen forog kockan, és nem all szemben végtelen
szam( vesztési esély a nyerési eséllyel, nincs helye mérlegelésnek, mindent fel kell tennink.” (Pascal,
Gondolatok, Gondolat Kiad¢, 1978, 98. oldal, 233.)
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3.1. ABertrand paradoxon és feloldasa

A Bertrand paradoxonként ismert gondolatjadték annak a valoszinliségére kérdez ra,
mely a kornek egy véletlenszertien kivalasztott hurjatol azt varja, hogy legyen hosszabb
a korbe irt szabalyos haromszog oldalanal.

A valoszinliség egyik meghatarozasa abbol indul ki, hogy a koron egy pontot rogzitve
annak valosziniiségét keressiik, hogy a kor egy masik pontjaval 6sszekotve a har hossza
legyen nagyobb az emlitett oldalhossznal. A kort harom egyenld korivre bontva,
melynek egyike a rogzitett pont, bizonyithatd, hogy egyetlen részkériv pontjaibdl hizott
harok felelnek meg a kdvetelményeknek, igy a keresett valoszintiség 5.

Egy masik meghatarozas alapja az a tény, hogy a kor hurjat egyértelmiien meghatarozza
a kdzéppontjanak a helye a kor belsejében, és a har hossza akkor nagyobb a megadott
hosszndl, ha a korbe irt egyenléoldalu haromszogbe irt kdrnek a belsejében van a har
kdzeppontja. Ennek a kisebb kornek a sugara épp fele a nagyobb korének, azaz a tertlete
a nagyobb kor teriiletének a negyede, igy a keresett valoszinliség %a.

Vannak még méas maddszerek is a fentiektdl eltéré eredménnyel. A szamitasok kiilonbozo
eredményeit azzal szoktdk magyarazni, hogy eltéréek a valosziniiségi modellek, azaz
nem ugyanazon valdsziniiségi modellben lesz ugyanannak az eseménynek eltéré a
valoszintisége. Ezt a vélaszt azonban nem érezziik kielégitonek, hiszen azt varnank,
hogy egy esemény bekdvetkeztének a valosziniisége valami objektiv dolog, azaz
egyértelmiien meghatarozhat6, akarmilyen modellt hasznalunk. Ezért a kapott két
eredmény kapcsan felmerdl a kérdés, hogy melyik az ,,igazi”’.

Szamomra az is furcsa ebben a példaban, hogy létezik nem valdsziniiség-szintii
megoldas, s6t mindkét véletlenen alapuld moddszer mogott egy ,,szazszazalékos”
eredményt produkalni képes modszer lapul. Mindkét esetben tudunk olyan hart
valasztani, hogy annak hossza bizonyosan nagyobb lesz a szabalyos haromszég
oldalanél. Tehat a példa semmiképpen nem hasonlithaté egy kockavetéshez, melyben
nincs varhatd pontos eredmény, mivel az azt el6allito mozgas a kornyezet és a kocka
kolcsonhatdsa mikro-allapotainak el6relathatatlan sorabdl ered.

A Bertrand paradoxon feloldasa nem igényel igazi matematikai modszertant. Ugy
kozeliteném meg a feladatot, hogy verseny-feladatnak fognam fel. Feladatul adnam,
hogy a korb6l meghatarozott — €s elég hosszu — id6 alatt valasszanak ki véletlenszertien
harokat, amennyit csak tudnak. A verseny végén pedig azt vizsgalnam, hogy melyik
modszer dolgozott nagyobb talalati arannyal. gy az eltéré valoszintiségi modellek is
0sszehasonlithatova véltak, mindossze a valdszinliségi értéket — annak gyakorlati
megvaldsuldsdban — egyfajta hibaaranynak tekintenem. Tehat a keét modell altal
megadott ertékek egyaltalan nem egy bizonyos esemeny bekdvetkeztének altalanos
valésziniiségére vonatkoznak, hanem a modszertanokat minésitik.

Az ellentmondd eredményeket arra is visszavezethetem, hogy megoldasuk nem felel
meg a véletlenszerli valasztas kovetelményének, hiszen mindkét algoritmus egy olyan
tudason alapszik, mely garantaltan helyes eredmenyt produkalna egy nem véletlenszerii
vélasztasnal. Igy a két modell modszere csak félig véletlenszeri. A ,félig” kifejezést
azert hasznaltam, hogy megkulonboztessem a szakirodalombol ismert alvéletientsl. Az
alvéletlen modszer ugyanis véletlennek latszik, de nem az, mivel egy jél meghatarozott
algoritmussal allit el6 — determinisztikus — elemeket, melyek szabalyszeriiségét nehéz
felfedezni az algoritmusnak a kezdeti értéktdl valo fliggése, és annak varialdsa miatt.
Ezzel szemben a fent vézolt két modellben az elsé 1épés egy olyan informacio
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felhasznalasa, mely szadzszazalékosan helyes eredményre vezetne, majd masodik
Iépésben egy ezen a tudason alapuld, de mar valdban véletlen valasztast feltételezd
eljarassal torténik a valasztas. A valdoszintiségként megjelend értékek igy azt a kiilonbozé
tudast is mindsitik, mely a modellek kiindulasaul szolgal.

Ennek a paradoxonnak harom tanulsaga van; nem minden valdszinliségszamitas az, ami
annak latszik, nem minden véletlen az, ami annak latszik, és végul, de nem utolsé sorban
a valdszintiség fiigg a rendelkezésre all6 informaciotol.

3.2. Relativ gyakorisag koncepcio és a paradoxonok

A valodsziniiségekkel kapcsolatban a legdsibb tapasztalat, és a legrégebben megfogalma-
zott allitas a kovetkezd: valoszini az, ami gyakran bekOvetkezik. Ez a szemlélet tehat
egy adott helyhez kotott esemény idobeli eléfordulasahoz koti a valdszintiség fogalmat.
Az ,adott hely” természetesen a legkisebb méretektél a legnagyobbakig terjedhet,
hasonldan az idéintervallumhoz. Ebben a modellben a tér és az id6 fliggetlen hatterében
zajlanak az események.

A relativ gyakorisagok koncepciodja szoros kapcsolatban all a laplace-i gondolattal, de
nem egy eseményt vizsgal, hanem valamilyen szempontb6l azonos tulajdonsaggal bir6
események sorozatat. A gyakorlatban megfigyeljuk, vagy létrehozzuk az eseményeket —
példaul érmét dobalunk, vagy kockat vetlink — majd 6sszeszamlaljuk a kivant eseménye-
ket, és ennek az értéknek az aranyat vizsgaljuk az 6sszes esemény szdmahoz képest. Ha
azt tapasztaljuk, hogy a probak szamanak novekedtével ez az arany egy adott értékhez
kozeledik, akkor azt feltételezziik, hogy ez az erték, mint hatarérték valéban létezik,
és ez a vizsgalt esemény valésziniisége a relativ gyakorisag koncepcidja szerint. igy
a relativ gyakorisag maddszere tulajdonképpen Laplace elméleti szamitasanak egyfajta
gyakorlati tesztje is egyben, és eldnye, hogy abban az esetben is hasznalhato, ha a
laplace-i ,,képlet” nem hasznalhat6. A hatarértéknek ezt a megkozelitéset sokan vitatjak
abbdl a matematikai ismeretbdl kiindulva, hogy egy kongruens sorozat tetszélegesen sok
véges elemét elhagyva a sorozat hatarértéke nem valtozik, itt pedig véges-sok elemii
sorozathoz rendellink hatérértéket. VVéleményem szerint hasznalhatndnk méas matemati-
kai Osszefliggest is, ami ellen ez az érv nem hozhatd fel, példaul a teljes indukciot
alkalmazva, amiben — leegyszeriisitve a moddszert — egy tulajdonsag 6roklédésébol
kévetkeztetiink egy sorozat hatarértékére.* Az a probléma ezekkel az 6tletekkel, hogy
egy modellen belil keverik a tapasztalati és a matematikai informacidkat. Tulajdon-
képpen az axiomatikus matematika is ezt teszi, amennyiben axiémaként elkiloniti a
tapasztalati — vagy, ahogy Poincaré nevezte konvenciok szerinti — informéaciokat és az
ezeken alapuld tételek mar tisztan logikai épitmeényét. A relativ gyakorisdg esetében
azonban sz0 sincs ilyen vilagos szerkezetr6l. Van egy sokat igér6é kit ebbdl a

......

végtelen egy matematikai absztrakcio, tapasztalni viszont csak véges mennyiseget

1 Ez a teljes indukcios megkozelités részletes kifejtésében rokonsagot mutat a ,,propensity (hajlam) elmélettel”,
amivel Karl Popper probalta kikiiszobdlni a valdsziniiségszamitas ellentmondasait. Err6l az elméletrdl jelen
irdisomban nem fogok sz6lni, de késébb szeretnék vele foglakozni, mert nekem is hasonlo elképzeléseim vannak.
Mar irtam arrél az elgondolasomrol, hogy egy elég bonyolult rendszer allapotvaltozasanak nemcsak oka, de célja
is van. Ez a cél megfeleltethetd Popper hajlam fogalménak. (Lé&sd: ,,Okozatisag és célkdvetés — Determinizmus
vagy indeterminizmus vagy valami” mas cimt cikket:
http://www.infinitemath.hu/archivum/filozofia/140-okozatis%C3%A19-%C3%A9s-

Cc%C3%A9Nk%C3%B6Vvet%C3%A9s )
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tudunk. Bar a matematika egyik leghasznosabb fogalma a végtelen eszméje, de épp a
valoszinliségszamitas az a tudomanyteriilet, ahol a végtelenként idealizalt ,,sok” komoly
problémak forrasava valt. Poincaréhoz hasonloan a tapasztalatainkbdl kiindulva sokan
nem hisznek a mennyiségi végtelen aktualis létében. En is ezen a véleményen vagyok, és
még ennél is tovabb megyek; meggy6z6désemmé valt az, hogy a potencialis végtelen
aktualissa valasa egy j mindség megjelenésében Olt testet. Mivel végtelen mennyiséget
nem érzékeliink, ezért az uj mindség megjelenését — valami ,,magiaként” — véges
mennyiségi Valtozds utadn érzékeljuk. Ez a megkozelités kapcsolatot létesit a
matematikai fogalmaink és a gyakorlati tapasztalataink kozott a hatarértékekre, és
altaldban a végtelenre vonatkozoan. Ez az elgondolés a relativ gyakorisag hatarérték
fogalmat is elfogadhatova teszi.

3.3. Kolmogorov valoésziniiségszamitasa

Kolmogorov axiomatikus felépitésti valosziniiségelméletének legnagyobb erénye, de
Iegnagyobb hatranya is egyben az absztrakcio magas szintje. Igy sok kérdés
megvalaszolasdban nyujt segitséget, de a gyakorlati
alkalmazasok soran értelmezesi problémak és ezzel egyditt
A ¥ KOLHOGORDY ellentmondasok léphetnek fel. Kolmogorov alapmiive
1933-ban jelent meg, szinte egy idében a QM
valoszintiségi matematikajanak kialakulasaval. Kezdett6l
VAmszml’isAEEszAmiTAS fogva izgalmas rejtély, miért is kilonbozik e két

ALAPFURASE valoszinliségszamitds. Most kerlilt keziinkbe e titok
megoldasi kulcsa, amikor latjuk a kételemii szamok
szerepét a  valOszinliségszamitdsban ¢és a  térido
modellezésében.

A kételemli szamokat felhasznalva  Kolmogorov
valoszinliségszamitasanak egysegesitésekor mar axioma-
szinten is tobb kérdés meril fel. Vegyilik ¢lészor a
valoszintiség-figgvény pozitiv valosként vald deklaraldsat. A kételemiiek normai, mint
valosziniliségi amplitidok nemhogy nem pozitiv valosok, de tiszta képzetesek kell, hogy
legyenek, igy a négyzetiiket, mint valoszinliséget tekintve pozitiv és negativ valos
szamokat is kaphatunk eredményil. Az sem megoldas, ha a kételemli szamsiknak csak
azokat a tartomanyait tekintjiik, ahol pozitiv valosként is definidlhatd a norma, ebbdl a
tartomanybdl ugyanis ,kivezet” a kulonbség-képzés miivelete. A probléma gyokere
azonban a valdszinliségszamitas alapelemének az eseménynek a hianyos definialasa.
Kolmogorov nem ad még burkolt defininiciot sem egy esemény mibenlétére, hanem az
eseményekre  halmazelméleti  alapokon  definidl egy  miveletcsoportot —
eseményalgebrat’? — majd ezen vezet be egy valésziniiségnek nevezett fiiggvényt. Az
esemény fogalmahoz azonban nem csak hétkéznapi értelemben kotédnek bizonyos
tulajdonsadgok, de matematikai objektumként is rendelkeznek olyan jellemzékkel,
melyek tlkrozik az eseménynek az altalanos halmaz-fogalomtol eltéré voltat. A
halmazelméleti definicidék és az eseményalgebra meghatarozasai kdzotti kilénbségeket
lasd a Mellékletben. A kiilonbség leglényegesebb sajatsiga az id6fogalomhoz
kapcsolodik; mig a teljesen altalanosnak gondolt halmazelmélettdl idegen az id6
eszméje, addig a valdszinliségszamitas targyanak; az eseménynek az egyik f6 jellemzdje.

12 Egy halmaz részhalmazainak rendszerét algebranak nevezziik, ha a rendszer két halmazanak metszete, uniéja
és kiillonbsége is a rendszerhez tartozik.
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Az 1d6 nemcsak az eseményhez tapad elvalaszthatatlanul, de a valoszinliségszamitas
alapmiiveletei sem irhatéak le nélkiile, erre jo példa a Mellékletben felsorolt
értelmezések kozul hangsdlyosan a 3., amely a halmazelméleti metszetnek a
valoszinliségszamitasban az események egyidejiiségét felelteti meg. Emellett az
eseményeken definidlt minden mivelet valamiféle iddbeliséget ¢és térbeliséget is
megkivan.

Sokan biraltak mar az eseményeknek ezt a tulzott altalanositasat, de jo definicid
hidnyaban, és Kolmogorov valésziniiségszamitasanak sikeres alkalmazasai miatt nem
sziiletett igazan elterjedt ) moddszertan. A kételemii szamok, mint térid0 modellek
lehetoséget teremtenck az események nem halmazelméleti definidlasara, hiszen a
kételemli szamok mindegyike egy térido vektornak tekinthetd — ha a teret lesziikitem egy
dimenzidra — és az események legjellemz6bb tulajdonsaga is az, hogy térben és idében
zajlanak. Ez még olyan esetben is igaz, ha olyan fiktiv eseményr6l van szo, mint a
Bertrand paradoxonban szereplé hur-keresés. (Ennek magyardzatdhoz a kivalasztasi
axiomara, és annak téridé-kapcsolatara van sziikség, ezzel azonban egy masik irdsomban
szeretnék foglalkozni.) Ebben a cikkben csak nagy vonalakban véazoltam a problémakat
és a lehetéségeket, igy arra is csak utalok, hogy az esemény definialasan kiviil a relaciok
korvonalazésara is sziikség van, igy a fent emlitett egyidejiiségre is, melynek fogalma
szintén a térid6hoz kapcsolodik, és sok kérdést vet fel.

4. Zarszo

Amint irdsombol  kitiinik; egy lassan koOrvonalaz6d6 megoldast latok a
valoszinliségszamitasok egységesitésére. Ennek korrekt megfogalmazasat azonban
veéleményem szerint akadalyozza egy olyan altalanos szamrendszer hianya, melynek a
kételemli szdmok az egységelemei. Ez utobbi kulcsdnak véltozatlanul a geometriai
algebra eszkoztarat latom, mivel a kételemli szamok a Clifford-algebra, s igy a
geometriai algebra legegyszeriibb, egydimenzids vektorok altal generalt fajtait
reprezentaljak.™® Jelenlegi formajaban azonban a geometriai algebrat sem tekinthetem
tokéletesnek, mert az idéfogalom abrazolasa ebbdl az eszkoztarbol is hianyzik az egynél
magasabb dimenzioju térvektorok esetén, szemben a kételemti szamokkal, melyek egy-
egy specialis téridé-topologiat modelleznek, ha a teret egy dimenziora szikitjik.
Ugyanakkor j6 kiindulopontnak tartom ennek a matematikanak a tanulmanyozasat, mert
lehetségesnek gondolom az atalakitasat egy olyan szamrendszerré, amely alkalmas az
id6fogalom adekvat abrazoléséara.

B Lasd errél ,,A geometriai algebrdban rejtézkédé végtelen” cimii cikk 2.1. pontjat;
http://www.infinitemath.hu/images/stories/geo_alg_inf 160123 v3.pdf
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Melléklet

Az alabbi idézet Kolmogorov ,,4 valdsziniiségszamitas alapfogalmai”™" cimii mtivébol
valo, ahol Q azon ® elemek halmaza, melyeket elemi eseményeknek neveziink, a
nagybetiivel jeloltek pedig Q részhalmazai.

114

Halmazelméletben Véletlen eseményekie
1. A és B diszjunktak, azaz 1. Aés Besemények klzérjak
AB = 8. , egymast,
2. AB...N=4. 2. A, B, ..., N események
kizarjak egymast.
3. AB...N = X. 3. X esemény valamennyi A4,

B, ..., N esemény  egyidejii
megval6sulasabdl all.

4. AUBU...UN=X. 4. X esemény 4, B, ..., N

események legaldbb egyikének
. a bekovetkezését jelenti.

5. A komplementer halmaz. 5. A az. A esemény be nem
kovetkezését jelents ellentett
esemény. Re=

. A=0. 6. A lehetetlen esemiény.
. A= 0, 7. A-nak sziikségszeriien be
kell kovetkeznie.

8. A1, A, ..., A,halmazok 8. Az U kisérlet abbél 4ll,
U rendszere az Q halmaz fel- hogy megallapitjuk: az A,

bontdsa, ha As, ..., A, események koziil
melyik kovetkezik be; ebben
At Aot ...+ 4, = Q, az esetben Ay, As, ..., At az

U kisérlet lehetséges kimene-

ahol feltessziik, hogy az 4; hal- teleinek nevezik.

mazok paronként diszjunk-
tak. (A + jelet csak diszjunkt
halmazok egyesitésére fogjuk

haszndlni.)
9. B az A részhalmaza: - 9. B esemény megvalésula-
B < A. sabdl sziikségszeriien kovetke-

zik A megvaldsulasa.

¥ A. N. Kolmogorov, 4 valésziniiségszamitas alapfogalmai, Hungarian translation © Zibolen Endre, Typotex,
2010, 17. oldal.
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