A kételemii szamok topolégiaja I.

Mar egy korabbi cikkemben'® irtam arrél, hogy a valés tortek abrazolasanak egyértelmiivé
tételénél® Cantor kizarta az intenziv végtelen értelemben aktualisan végtelen infinitezimalisok
létét, és ezzel becsempészte a feltételezések kozé a kontinuumhipotézist.

Erintettem az egyik cikkben® azt is, hogy a kételemii szamok kapcsolata — mind az
extenziv, mind az intenziv értelemben vett — végtelennel megfeleltethetd a
kontinuumhipotézis egy-egy megfogalmazasanak. A komplex, azaz elliptikus esetben nem
Iéteznek aktualisan masodrendi infinitezimalisok, a parabolikus esetben léteznek, de csak
egyértelmiien®, végiil a hiperbolikus esetben végtelenill sok masodrendii infinitezimalis
létezik.
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A kételemii szamok topologiajat jol tikrozi a ,, Kérelemii szamok alaptulajdonsagainak
osszehason/itasa” cikkben talalhato tablazatban szerepld altalanositott abszolutérték, és a
bel6le szarmaztathato altalanositott mérték fogalom. A komplex szamok szamtestet
alkotnak, és a joél ismert mérték adja meg a szamok tavolsagat. A parabolikus és a
hiperbolikus szamok szamgyiiriit alkotnak, a parabolikus esetben létezik egy ideal,
amely egy szamegyenes, a masodik esetben két ideal létezik, két, egymasra meréleges
szamegyenes. A parabolikus szamsik konnyen metrikussa teheté, ha az ekvivalencia
osztalyokat az x tengelyre meréleges egyenesen elhelyezkedé szamok alkotjak. A

hiperbolikus szamsik nem tehet6 ilyen konnyen metrikussa.

A topologiajukat még szemléletesebben tiikrozi, ha altalanosan értelmezziik a masodrendien
infinitezimalis kornyezeteket, roviden mikro-kornyezeteket a kovetkezé modon:

Minden n-re létezik €070, hogy O<eo<1/n.> Ekkor a kovetkezd harom lényegesen eltéré eset
allhat elé:

1. A szampontoknak az g, kornyezetei iiresek (leszamitva magat az adott szampontot)
— azaz nincs aktualisan végtelen m a szamsikon — ez a komplex eset: a szampont
zart halmaz, nyilt kornyezeteinek metszete egyetlen szam.

2. A szampontoknak az &, kornyezetei (leszamitva magat az adott szampontot) nem
iiresek, a szampontok nyilt halmazok, a nyilt valos kornyezetek metszete végtelen sok
masodrendii szamot tartalmaz. Ennek az esetnek két lényegesen eltéré modozata
1étezik:

a. Parabolikus esetben egyetlen nem valos tipusu g, kornyezet létezik:
{0<go<1/n minden n-re, g5#0 és £9°=0}.

b. Hiperbolikus esetben legalabb kétféle nem valds tipust € kornyezet létezik:

! Problémak Cantor diagonalis modszerének hasznalataban”

2 A végtelen sok 9-est tartalmazé valos tortek kizarasa azt jelenti, hogy - egyetlen példan bemutatva - a
kovetkezé szamok egyenldk: 0,4999...= 0,5000.... Ez az allitas tagadja olyan paranyok 1étét, amelyek kisebbek
az 1/n sorozat minden eleménél, de nagyobbak 0-nal. A 0,999... = 1 egyenléséggel kapcsolatos gondolatok,
vitak, bizonyitadsok egy tiirhetd leirdsa megtalalhaté a Wikipédian.

3 A matematikai folytonossagrol”

* Ez az egyértelmiiség épp az itt kovetkezd leirashan valik vilagossa.

® gy nem lehet valés szam, egyeldre csak azt lehet tudni rola, hogy minden valés tortnél kisebb, de nem 0.
Problematikus a rendezettség is, azaz jelen esetben a ,,kisebb” megfogalmazas. igy a fenti gondolatok egyelére
csak munkahipotézisnek tekintheték.
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http://hu.wikipedia.org/wiki/0,999%E2%80%A6

{0<g;<1/n minden n-re, 0<e,<l/n minden n-re, ei#e;, €70, €70, €¢=0}.
Ekkor természetesen végtelen sokféle ilyen kornyezet van, hiszen xe;+ye,
minden X, y pozitiv valosra nem valés tipusa kornyezetet ad.

A fenti topologiak a kételemli szamsikokon csak a komplex esetben biztositanak klasszikus
értelemben vett folytonossagot. Epp azokban az esetekben — a parabolikus, és a hiperbolikus
szamsikon — sziinik meg a klasszikus folytonossag, amelyeket ugy tudok értelmezni, hogy a
végtelen aktualis értelemben jelen van. Nem szabad elfelejteni, hogy a folytonossag is a
végtelenség egyfajta megjelenése: ,,... a kontinualitas a végtelenség egyik formaja,
csakhogy nem extenziv, hanem intenziv tipusa.”® Nagyon fontos, hogy épp a folytonossagi
definiciok ekvivalenciajanak bizonyitasa az egyik klasszikus példa a kivalasztasi axidma
hasznalatanak sziikségességére.

Mielétt folytatnam a kovetkezd fejezettel, még egy fontos megjegyzést kell tennem. A
kételemii szamsikok szamhalmaza Cantor-i értelemben azonos szamossagi, hiszen a
szamokat trivialisan meg tudom feleltetni egymasnak az elemeik valos szorzéinak
megfeleltetésével. A topologiajuk viszont lényegesen kiilonbozik. Tehat ugyanazon a
ponthalmazon — egy sikon — abrazolok kiilonb6z6 hatast mutato aktualis végteleneket oly
modon, hogy a végtelenek tulajdonképpen nem novelik meg a szamossagot, de lokalis
hatasuk kiilonb6zésége mutatja meg milyenségiiket, vagy mértékiiket. Ez nagyon hasonlo
ahhoz, amint a haromféle — sikjaiban mindeniitt egyforma — geometria sikjanak a
,végtelenbe nyuld” kiilonb6zésége megmutatkozik a lokalisban is, azaz a haromszogek
szogeinek 0sszegére vonatkozo osszefiiggésben.

® E.M.Csugyinov, A Vilagegyetem végtelenségének problémaja a relativisztikus kozmolégiaban a logika
szemsz6gébol.
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