Az 1d6 mindenekelott — Koordinatarendszerek és a térido

Az ido mindenekelott

Koordinatarendszerek és a terido

A vilagmindenség nem lesz kevésbé misztikus, ha tudunk egyet-
mast rola. Sokkal csodalatosabb az igazsag, mint azt a multban
barmelyik miivész megalmodhatta!”

(Richard Feynman)?

Sokat irtam mér arrol, hogy a kételemii szamok? képzeteseivel modellezhetéek a cantori
kontinuumhipotézis (CH)® egyes verzioi. Ugyanakkor a kételemii szamok téridéviszonyokat
tiikroznek, hiszen példaul a parabolikus egységvektorokkal valo szorzas a Galilei-transzformaciot*
modellezi, a hiperbolikus egységvektorral vald szorzas pedig a Lorenz-transzformdciot, igy a
newtoni téridéviszony a parabolikus szdmsikon, a specidlis relativitaselméletben megfogalmazott
téridéviszony a hiperbolikus szamsikon modellezhetd, ha a teret lesziikitem egy dimenziora, amit
inerciarendszereknél megtehetek, hiszen a gyorsulasmentes rendszerekben a térbeli iranyok és a
térbeli pontok egyenértékiiek.

Amint a kételemli szamok algebrai alakjanal is megkiilonboztethetd egy valos és egy képzetes rész,
hasonldan polarkoordinatakkal felirt alakokban — igy a trigonometrikus és az exponencidlis alakban
is — elkiildnithetd egy valos és egy képzetes elem.®> Nagyon érdekes viszont az, hogy a teret és az
idot modellezé valés és képzetes elemek eltérnek a két koordinata rendszerben, hiszen a
Descartes-féle derékszogili kordinatarendszerben a valds koordinatatengely az id6, a képzetes
koordinatatengely pedig a tér modellje, ha a teret lesziikitem egy dimenzidra®, ezzel szemben a
polarkoordinata-rendszerben a képzetes argumentum’ — azaz egy adott egyenestdl mért szogmérték —
modellezi az id6t, a norma pedig — az adott egyenes egy adott pontjatol mért — térbeli mérték
megfelelGje. gy tehat a polarkoordinata-rendszerben az idé modellje a képzetes elem, szemben a
derékszogii koordinatarendszerrel, ahol a tér modellje a képzetes elem.

Megjegyzés

Ugyan az el6z6kbdl kovetkezik, de érdemes az érthetdség kedvéért elismételni, hogy a Descartes-
koordinatarendszernél a tér imaginarius volta a hiperbolikusok altal modellezheté Lorentz-
transzformaciobol, illetve a parabolikusokkal modellezheté Galilei-transzformacio adodik. A

! Richard Feynman, Mai Fizika I. kétet 45. oldal, Miiszaki Kényvkiado, Budapest, 1969

2 Lasd a 1. Mellékletben a kételemii szamok alaptulajdonsagait.

3 A CH feltételezése szerint a valds szamok szdmossiga — azaz a kontinuumszamossag — nagyobb a természetes szdmok
szdmossaganal, a megszamlalhaté soknal, és kozottiik nincs mas végtelen nagy szamossag. Ennek két alternativaja az,
hogy kozottik egyetlen egy, vagy legalabb ketté — amibdl kdvetkezik, hogy végtelen sok — végtelen nagy szamossag
1étezik.

4 Lasd errdl ,,A Galilei-transzformacié és a parabolikus szamok” cimi cikket;
https://www.infinitemath.hu/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok

5 Lasd a 1. Melléklet M1, M5 és M7 képletét.

® Természetesen ezt csak gyorsulasmentes rendszer modellezése esetén tehetem meg.

" Lasd a 1. Melléklet M7 képletét.
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polarkoordinata-rendszerben az argumentum idét modellez6 voltat pedig Feynman QED-
értelmezése tdmogatja meg, az argumentum képzetes voltdhoz pedig lasd az 1. Melléklet M5-6s és
M7-es képletét.

Tehat az a furcsa — legalabbis elsé pillantasra kiilonds — helyzet allt eld, hogy az egyik
koordinatarendszerben a tér modellje képzetes, a masikban az idonek imaginéarius a megfeleldje.
Azért is talalhatjuk ezt meglepOnek, mert a képzetesek a végtelenek mindségi modelljei egy nagyon
specialis értelemben, azaz a CH-ban® megfogalmazott végtelen 1étét/nemlétét tekintve. Igy felmeriil
a kérdés, hogyha mind a Descartes-koordinatarendszerben, mind a polarkoordinata-rendszerben
végtelent modellez a képzetes, akkor miképp lehetséges, hogy az egyikben a térnek megfeleld elem,
a masikban az idének megfelelé elem modellez valamiféle végtelent. Ennek az els ranézésre
ellentmondasnak a megoldasa a végtelen kettds jellegében rejlik, abban, hogy a képzetesek mind
extenziv, mind intenziv értelemben modellezik a végtelent.®

A két koordinatarendszerben a tér- és id6-modelliil szolgalo koordinatak valos és képzetes voltat az
alabbi tablazat mutatja be:

Descartes-koordinatarendszer Polarkoordinata-rendszer

Képzetes koord. (argumentum): (az id6) a

Idé-modell 16s ki . , P .
dé-mode Valés koord tér (mindségi) aktualis intenziv végtelenje

Képzetes koord.: (a tér) az idé (mindségi)

Tér-modell 1 L .
ér-mode aktualis extenziv végtelenje

Valés koord. (norma)

Hogy konnyebb legyen mindezt befogadni, képzeljiik el a kdvetkezoket:

e A fenti tablazatban a polarkoordinata-rendszerben gondoljuk el az id6t, mint a tér intenziv
végtelenjét. A tér minden pontjaban a térre merdlegest allitva az adott (térbeli) ponthoz
(,,itthez”) tartozo iddéként interpretalom a meréleges egyenes pontjait, amelyek az adott térbeli
ponttol infinitezimalis ,,tértavolsagra” vannak, azaz 0-nal nagyobb, de minden n-re 1/n-nél
kisebb ,tértavolsagra”. gy az idévonalak a tér minden pontjdban a térre merélegesen, a
Minkowski-térnek megfeleld strukturat alkotnak a térrel.

e A fenti tablazatban a Descartes-koordinatarendszert tekintve gondoljuk el a teret, mint az id6
végtelenjét extenziv értelemben. Ezt nehezebb elképzelni, de nem lehetetlen, ha segitségiil
hivjuk a projektiv geometria végtelen tavoli — késébb idealis pontnak 4tnevezett — elemeit™®,
A potencialisan végtelen valds szamegyenest, mint idévonalat kiegészitjiik extenziv végtelen
tavoli (id6)ponttal/pontokkal, majd egy adott (idé)pontjaban, a ,,mostban” tekintjiikk e pontra

8 Lasd az 2. libjegyzetet.

9 Lasd errdl kovetkezé két cikket:

,,A végtelen kicsiben és nagyban 1.”;
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/442-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-i

,,A végtelen kicsiben és nagyban 11.”

https://www.infinitemath.hu/matematika/474-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-ii

10 A projektiv geometria homogén koordinatdinak a kételemii szaimokkal valo megfeleltetését a 2. Melléklet tartalmazza
nagyon vazlatosan.
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illeszkedé sugarsort, amelyben egy adott nyalab egyeneseit kdlcsonosen egyértelmiien
megfeleltetjiik az idovonal kozonséges pontjainak, a kiegészité nyaldb egyeneseit pedig a
végtelen tavoli idépontnak/pontoknak feleltetjiik meg. Az adott (idébeli) ponthoz (,,mosthoz”)
tartozo térkeént interpretalom a sugarsor azon nyaldbjanak egyeneseit, amelyeket az idévonal
végtelen tavoli pontjainak feleltettem meg. E térként interpretalt egyenes/egyenesek minden
pontjat ugy tekintem, hogy az adott iddvonal adott pontjatol (,,mosttol”) végtelen ,,id6-
tavolsagra” vannak, azaz minden n-re n-nél nagyobb ,,id6 tavolsagra”.

A mennyiségek rendezettségét tekintve, azaz arra gondolva, hogy az infinitezimalis mennyiségek
— aktudlis intenziv végtelenek — kisebbek a véges valdésoknadl, azok pedig kisebbek az aktualis
extenziv végtelennél, a fenti tablazat alapjan mindig az id6 el6zi meg a teret, hiszen az id6 vagy
infinitezimalis modell a tér véges valds modelljéhez képest (a polarkoordinatas modellben), vagy
pedig véges valdos szammodell a tér aktualis extenziv végtelen modelljéhez viszonyitva (a
Descartes-féle rendszerben). gy mindkét leirasban az idé elsédleges a térrel szemben, annak
ellenére, hogy hol valos, hol képzetes szam, azaz hol véges, hol pedig végtelen szam modellezi.
A mennyiség mindségbe csapasara gondolva ez azt jelenti, hogy mindkét rendszer id6ébdl
kibontakozo teret mutat.

A fenti tablazat az elmondottakon tul is sok informéciot tartalmaz. Példaul megérthetd altala,
hogy miért gondoljak sokan, még fizikusok is, hogy az id6 illuzié csupan. Ezt a gondolatot
magyarazhatja, hogy az id6t imaginarius szdm modellezi a téridé polarkoordinatakkal torténd
leirdsdban, amely a mérheté mennyiségekkel valo leirasa a téridének. Szdmomra az is érdekes,
hogy a képzetes szamok végtelenmodelljéhez eljutva én a Descartes-féle absztrakt
koordinatarendszer segitségével jutottam el a térid6 és egy véges/végtelen modell kapcsolatahoz,
¢és nem a polarkoordinatak fizikai mérhetdségének segitségével. Ez utdbbiak véges/végtelenjének
térido-kapcsolatat csak ezek utan lattam be.

Ne feledjiik, hogy a fentiek csak értelmezések, segithetik a képzeletet, de csak annyiban igazak,
amennyiben megfelelnek a matematikai tartalomnak, amelyet egyrészt a kételemli szamok
alaptulajdonsagai, masrészt e szdmok képzeteseinek végtelen-kapcsolata, tovabba a téridot
modellez6 szerepe jelenti.

Bar sok és mély matematikai 6sszefiiggést tartalmaz a cikk, de sok interpretacidra, magyarazatra
is kiterjed, amikkel talan azok szdmara is érthetdvé valnak a matematika régi/0j szdm és végtelen
fogalmai, akik ezzel nem foglalkoznak, és felsejlik szamukra is a matematikai dsszefliggések
misztikus szépsége.
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1. Melléklet — A kételemii szamok elemi tulajdonsagai
Egy z kételemii szam, ha
_ _ 4
Z—x+6y—x(1+6x) (M1)

Ahol x és y valos szamok, & = i, j, k (i>=—1, j°=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex,
parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van szo. Az kételemi szamok z = x + &y alakjat algebrai
alaknak fogom nevezni, az x, y szamokat a kételemii szampontok Descartes-koordinatainak is hivom
majd, idénként egyszeriien csak koordinataknak.

A komplex szamoknal % =tgo, a hiperbolikus szdmoknal pedig % =tht bevezetésével a kdvetkezo
trigonometrikus alakokhoz jutok:

z=x(1+itan¢) = g(cos ¢ + isin ) a komplex szamoknal (M2)
zZ=x (1 +j %) = o(cp @ +jspe) a parabolikus szamoknal (M3)
z =x(1+ ktanht) = o(cosh¢ + ksinh¢@) ahiperbolikus szamoknal (M4)

Mindharom sikra egységesen felirhatd exponencidlis alakkal:

z = pe%? (M5)
Az exponencialis alak kdnnyen levezethet6 a trigonometrikus alakbol:
z = g(cos @ + 8sinp) = g(cos § ¢ + sin 8 p) = pe’? (M6)

A fentickben mindharom szamsikra altalanosan igaz a normdnak nevezett p-ra és az argumentumnak
nevezett ¢-re a kovetkezo:

Q=+x%—8%y* =+Vzz

5 | l lZ | x + 8y l x + 8y | Z (M7)
=Inz—lng=In-=In—————==1In =1In |-

v ¢ Q Jx?2 — 82y2 x — 8y

A normat és az argumentumot a kételemii szamok polarkoordinatdinak fogom nevezni.

Ahol 8, mint fent, azaz 6 =, J, k aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van
sz0, és Z a z konjugaltjat jeloli, azaz mindharom szamsikon

Z=x—08y ha z=x+4dy

A trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények nem szorulnak magyarazatra, de a parabolikus
fliggvények definiciot érdemes megismételni; a parabolikus — vagy masképp dualis — szamokon
értelmezett fliggvényeknél a z parabolikus szam argumentuma arg z = y/X, a koszinusz fiiggvény
parabolikus megfeleldje a cp [arg(z)] = 1 fliggvény, a szinusz fliggvény parabolikus megfeleldje
pedig a sp [arg(z)] = y/x, végiil a tangens fiiggvény parabolikus megfeleléje a tp [arg(z)] = y/x.

Az (MT) a polarkoordinatakat fejezte ki a Descartes-koordinatakkal, a polarkoordinatakkal kifejezett
Descartes-koordinatédk pedig a kdvetkezdk:
x = COS¢ , y = oSIN¢ (M8)

Ahol COS ¢s SIN az adott szamsikon értelmezett trigonometrikus fiiggvények, azaz cos és sin
fliggvények a komplex szamsikon, cp és sp a parabolikus, valamint cosh és sinh a hiperbolikus
szamok sikjan. A o az adott szamsikon értelmezett norma, ¢ pedig az adott szdmsikon értelmezett
argumentum.
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2. Melléklet

A kételemii szamok és a homogén koordinatak

Az itt kovetkezOket tartalmazza ,,4 kételemii szamok, mint homogén koordinataval leirt
szamegyenesek”*! cimii korabbi irasom is.

Induljunk el azon az Gton, amint a szamsikokon a szamok polarkoordinatas alakjahoz jutunk:
_ _ 4
Z—x+6y—x(1+8x)

Ahol 8 =1, j, k (i°>=-1, j>=0, k?=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol
van sz0. A komplex szdmoknal %ztg(p, a hiperbolikus szdmoknal pedig % =tht bevezetésével a

kovetkezoket kapom

z=x(1+itang) a komplex szdmoknal
Z=Xx (1 +j¥) a parabolikus szamoknal
z =x(1+ ktanh1) a hiperbolikus szamoknal

A fenti els6 egyenletben felirt alak szinte ,kialt” egyfajta homogén koordinatarendszerbeli
értelmezésért. A homogén koordinatdk haszna épp az, hogy a végtelen tavoli pontokat véges
koordinatakkal fejezziik ki. A kételemli szamok tiszta képzetes részének végtelen-értelmezése is
pontosan ezt teszi: a végtelent véges ,,koordinataji” szamponttal jellemzi.

1. Parabolikus (szam)egyenes

A parabolikus szdmegyenes esetén a szamegyenesre egyetlen idedlis (végtelen tavoli) pont
illeszkedik.

Ha — az 1. dbréan fekete szinnel jeldlt —
(szdm)egyenesen egy  kozonséges A x
(szam)pont Descartes-féle koordinataja
(x), akkor xi#0 esetén az illesztett
homogén koordindtarendszerben az
X2/X1 homogén koordinataval leirhato
elemet rendelem, melyre x= Xo/Xi,
melyek az origbn atmend  x2/X1 X% rx=x
meredekségli egyenesek. (Lasd az 1.
abrat).

x Y

Az x1=0 homogén koordinataji egyenes
pedig a szdmegyenes egyetlen végtelen
tavoli pontjanak a megfelelgje. Ily 1. 4bra
moédon az origbn atmend valamennyi

11 Lasd: https://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/176-a-k%C3%A9telem%C5%B1-sz2%C3%Almok-
mint-homog%C3%A9n-koordin%C3%A1t%C3%Alval-1e%C3%ADrt-sz%C3%Almegyenesek.html
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egyenesnek egyetlen szampont felel meg az x szamegyenesen, melynek egyetlen végtelen tavoli
pontja van.

Azt mondom tehat, hogy az egyetlen végtelen tavoli ponttal bovitett szamegyenes homogén
koordinatakkal valo leirasa a parabolikus szamsikot adja.

2. Hiperbolikus (szam)egyenes

A hiperbolikus szdmegyenes esetén a szdmegyenesre végtelen sok idealis (végtelen tavoli) pont
illeszkedik. Ebben az esetben is a homogén koordinatdkra vald attérésnél a homogén
koordinatarendszer origo6jara illeszkedd sugérsor elemeit feleltetem meg a szdmegyenes
pontjainak. (A 2. dbran fekete szinnel rajzolt szamegyenes piros szinnel jelolt pontja kozonséges
pont, a zold és a barna pontok idedlis pontok. Ezen az dbran torzitottan a végtelen tavoli pontok
is a végesben vannak abrazolva.)

xY

2. abra

A homogén koordinatdkra vald attérésnél a szamegyenes koOzonséges Descartes-féle
koordinatajt (x) (szam)pontjahoz a szamsik x2/X1=tanhx homogén koordinataval leirhatd elemét
rendelem x1£0 esetén, ezek az elemek olyan, az origdn atmend egyenesek, melyek meredeksége
kisebb, mint egy. (Lasd példaul a 2. abrat, és a piros szinnel rajzolt egyenest.) Ily moédon az
origora illeszkedd sugarsorbol csak egy nyaldb egyeneseit feleltettem meg kolcsondsen
egyértelmiien a szdmegyenesem kozonséges pontjainak. A sugarsor tObbi egyenesét a
szamegyenes végtelen tavoli pontjaihoz rendelhetem. Az abszolutértékben egynél nagyobb
meredekségli egyenesek meredekségét xi/xo=tanhx (x#0) modon irom le. (Ezek egyike a 2.
abran barna szinnel rajzolt egyenes.) Az x1=X2 egyeneshez a szamegyenes ,,legkisebb” végtelen
tavoli pontjat, az x1=—x7 egyeneshez a szdmegyenes negativ szamtartomanyaban legnagyobb
végtelen tavoli pontjat rendelem. (Ezek egyike a 2. abran z6ld szinnel rajzolt egyenes.) Ily
modon az origdn atmend egyenesek koziil egy kivétellel mindegyikhez egyetlen kozonséges,
vagy végtelen tdvoli — azaz idedlis — szampont felel meg az x szamegyenesen, melynek végtelen
sok végtelen tavoli pontja van. Az origéra illeszked sugarsor egyenesei koziil egyediil az x1=0
egyeneshez nem rendeltem egyetlen szamegyenesre illeszkedd pontot sem.

Azt mondom tehat, hogy a végtelen sok idealis ponttal bovitett szimegyenes homogén
koordinatakkal valo leirasa a hiperbolikus szamsikot adja.
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3. Komplex, vagy elliptikus (szam)egyenes

A komplex szamegyenes esetén a szamegyenesre nem illeszkedik egyetlen idedlis (végtelen
tavoli) pont sem. Ebben az esetben is a homogén koordinatakra vald attérésnél a homogén
koordinatarendszer origojara illeszkedd sugarsor elemeit feleltetem meg a szamegyenes
pontjainak.

A homogén koordinatdkra vald attérésnél a szdmegyenes Descartes-féle koordinataju (x)
(szam)pontjahoz x1£0 és |X|<m/2 esetén a szamsiknak a tgx=x2/X;1 homogén koordinataval
leirhat6 elemét rendelem, ezek az elemek az origén atmend egyenesek. Ily modon az origora
illeszkedd sugarsor x1=0 elemének kivételével minden elemét hozzarendeltem a szdmegyenes
(-n/2,+1/2) szakasz szampontjaihoz. Igy egy tetszbleges hosszusaga'? véges nyilt szakasz
pontjait tudtam kolcsondsen egyértelmiien megfeleltetni az origora illeszkedd sugarsor
egyeneseinek ugy, hogy az x1=0 egyeneshez nem rendeltem egyetlen szamegyenesre illeszkedd
pontot sem.

Azt mondom tehat, hogy a végtelen tavoli ponttal nem rendelkezé szamegyenes,
(pontosabban tetszélegesen nagy szamszakasz) homogén koordinatikkal valo leirasa a
komplex szamsikot adja.

12 Tetsz6leges hosszisagl, hiszen tgx=x/X1 (-n/2<x<m/2) esetén x= x’n/L helyettesitéssel egy L hosszusagu (-L/2,L/2)
nyilt szakasz pontjait rendelhetem az origén atmend egyenesekhez.
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